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RESUMEN 

 

El presente trabajo de titulación se encamina en elaborar una propuesta de guía 

didáctica para la enseñanza de integrales triples en coordenadas esféricas para los 

estudiantes de la Carrera de Pedagogía de las Ciencias Experimentales: Matemáticas y 

Física espcificamente para la asignatura de funciones de varias variables, de modo que 

sirva como una alternativa metodológica para los docentes que buscan lograr un 

aprendizaje significativo en sus estudiantes. La propuesta está estructurada con distintos 

métodos de enseñanza que faciliten la comprensión de la temática en donde se busca 

que el estudiante pueda ir construyendo su propio conocimiento. Para demostrar la 

pertinencia que tendrá la propuesta se realizó una investigación cuantitativa mediante la 

aplicación de una encuesta a los estudiantes del sexto ciclo de la misma carrera. Los 

resultados muestran las dificultades que tienen los estudiantes para abordar la temática 

de integrales triples en coordenadas esféricas, por lo que esta guía didáctica de cuatro 

clases activas con un enfoque constructivista, con la utilización de TICS y material 

concreto servirán como un recurso de enseñanza para el docente.  

 

Palabras claves: Guía didáctica. Estrategias de enseñanza. Recursos didácticos. 

Integrales triples. Coordenadas esféricas.  
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ABSTRACT 

This present assignment is aimed at developing a proposal for a guide for the teaching 

of triple integrals in spherical coordinates for the Study Career of Pedagogy of 

Experimental Sciences: Mathematics and Physics it does specifically refer to all 

assignations of functions of various variables, so that serve as a methodological 

alternative for teachers who seek to achieve significant learning in their students. The 

proposal is structured with distinctive teaching methods that facilitate the understanding 

of the subject while also allowing the student to build his own knowledge of the law. I 

will show the relevance that the proposal will have if a quantitative research is carried 

out through the application of a survey to students of the sixth cycle of the same career. 

The results show the difficulties that students have to address the subject of triple 

integrals in spherical coordinates, so this tutorial of four active classes with a 

constructivist approach, with the use of ICTs and materials concrete will serve as a 

teaching resource for the learner. 

Keywords: Teaching guide. Teaching strategies. Teaching resources. 

 Triple integrals. Spherical coordinates. 
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INTRODUCCIÓN 

  

Este trabajo ha sido desarrollado con el objetivo de fomentar el uso de 

estrategias y recursos didácticos para la enseñanza de integrales triples en coordenadas 

esféricas, para esto se ha elaborado una guía didáctica para el docente que contiene una 

serie de actividades constructivistas que pretenden mejorar la enseñanza y faciliten la 

comprensión del tema a los estudiantes.  

Las características principales de esta guía didáctica son sus diferentes clases 

elaboradas, ya que en ellas además de hacer uso de métodos para la enseñanza, se 

utilizan recursos didácticos tales como: materiales concretos, videos explicativos, uso 

de TICS y ejercicios lúdicos, los mismos que sirven de apoyo para la comprensión y 

consolidación de los conocimientos alcanzados.  

El interés por efectuar este trabajo se fundamenta en la presencia de una serie de 

problemas que se encuentra el docente al momento de impartir las clases de integrales 

triples en coordenadas esféricas, por ejemplo; escases de aplicaciones para 

visualizaciones de integrales triples en espacios tridimensionales, falta de material 

didáctico para su manipulación, sumada a la carencia del conocimiento acerca de las 

TICS, motivo por el cual el docente es limitado a utilizar  diferentes  estrategias 

metodológicas para la enseñanza, teniendo como resultado una educación tradicional 

donde su única herramienta de enseñanza es el pizarrón y los libros, en consecuencia los 

estudiantes no pueden desarrollar su razonamiento abstracto lo que provoca una falta de 

interés hacia el tema, de modo que no sienten la necesidad de aprender y comprender la 

temática. 

En el primer capítulo se aborda toda la fundamentación teórica que sirve de 

soporte para la elaboración de la propuesta, es decir; se aborda la teoría constructivista 

que es la corriente que siguió para su elaboración, se toman los fundamentos más 

importantes sobre el aprendizaje significativo, se detallan los beneficios de utilizar 

diferentes estrategias de enseñanza y recursos didácticos en el proceso educativo. 

En el segundo capítulo hace mención a la metodología utilizada para la 

recopilación de la información que sirvió como método para garantizar la pertinencia de 

la propuesta. La metodología utilizada es de carácter cuantitativo, y se utilizó la técnica 

de la encuesta, en donde se intento conocer el uso de los recursos didácticos, estrategias 

metodológicas y herramientas didácticas utilizadas por el docente al momento de 

impartir el tema de integrales triples en coordenadas esféricas. Del mismo modo, la 
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encuesta ayudo a reconocer las posibles causas que evitan la formación de un 

aprendizaje significativo en los estudiantes. Finalmente, se analizan los resultados 

obtenidos en la encuesta, mediante la elaboración de gráficos y escala de Likert, que se 

aplicaron a 40 estudiantes de la carrera de Pedagogía de Ciencias Experimentales 

especialidad en Matemáticas y Física.  

En el tercer capítulo se presenta el desarrollo de la propuesta, con base a la 

interpretación de los resultados obtenidos en la metodología, se elaboró la guía didáctica 

para la enseñanza de integrales triples en coordenadas esféricas con el uso de material 

concreto, y de las TICS, todo esto basado en el constructivismo. La propuesta consiste 

de 4 clases activas, organizadas secuencialmente, cada una de ellas estructurada con; 

Anticipación, Construcción y Consolidación, con el fin de fortalecer la comprensión de 

la temática.   

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Walter Daniel Roldan Jimbo 

Joel Fabián Curillo Tigre                                                                                                                    16 

CAPÍTULO I  

FUNDAMENTACIÓN TEÓRICA 

 

1.1. EL CONSTRUCTIVISMO. 

1.1.1. ¿Qué es el constructivismo? 

 El aprendizaje significativo surge cuando el alumno, como constructor de su 

propio conocimiento, relaciona los conceptos a aprender y les da un sentido a 

partir de la estructura conceptual que ya posee (Novak, 1988). Es decir, los 

alumnos parten de sus conocimientos previos para generar nuevos aprendizajes, 

este nuevo conocimiento deja de ser conceptos o ideas sueltas y cobra sentido 

para llegar a ser parte de su entorno. 

 El constructivismo para Jean Piaget (1980), implica que el conocimiento humano 

no se recibe en forma pasiva ni del mundo ni de nadie, sino que es procesado y 

construido activamente, el conocimiento permite que la persona organice su 

mundo experiencial y vivencial.  

 El constructivismo tiene como finalidad que el estudiante sea un sujeto activo, 

pero es importante que el proceso enseñanza- aprendizaje sea dinámico, esto 

implica intercambio de opiniones, confrontar ideas, compartir y debatir con la 

ayuda del docente y así generar en el alumno conocimientos nuevos (López y 

Reibán, 2011). 

         Con base en los párrafos anteriores, al utilizar el modelo constructivista se mejora 

la experiencia de aprendizaje, favorece la autonomía y resolución creativa de problemas 

y lo más importante los estudiantes adquieren conocimientos difíciles de olvidar, pues 

se toma en cuenta lo que piensa el estudiante. De ahí la importancia de que los docentes 

utilicen este modelo de enseñanza en el día a día del profesorado. 

 



 

Walter Daniel Roldan Jimbo 

Joel Fabián Curillo Tigre                                                                                                                    17 

1.1.2. La Educación enfocado en el Constructivismo. 

Se sabe que la educación escolar fomenta el progreso cognitivo de los 

estudiantes (Coll.et al, 1993) sostienen que “La educación escolar promueve el 

desarrollo en la medida que promueve la actividad mental constructivista del alumno, 

responsable de que se haga una persona única, irrepetible, en el contexto de un grupo 

social determinado” (p.15).  

 Uno de los objetivos de la educación es transmitir o mejor, ayudar a formar 

conocimientos, pero no es el único, ni el más importante, el constructivismo puede 

ayudarnos a entender qué es lo que sucede en la mente del sujeto cuando éste forma 

nuevos conocimientos, es decir cuando aprende (Delval, 2001).  

 La educación y el constructivismo van de la mano, ya que no solo construyen su 

propio conocimiento a base del dinamismo en las clases, sino que siendo un sujeto 

activo va descubriendo nuevas formas de construir su conocimiento, forjando la manera 

de cómo el ve su realidad, tiene su propia visión, dando como resultado un individuo 

con criterio propio cimentado en sus conocimientos.  

1.1.3. El constructivismo en las matemáticas.  

La concepción filosófica sobre las matemáticas ha sido la formalista, que poco 

eficiente dar a conocer este tema, con su formalidad de dar los contenidos, sus 

relaciones y criterios relacionados con los objetos matemáticos para demostrar 

teoremas-deductivos (Moreno-Armella y Waldegg, 1992). Apunta que la matemática se 

expresa de una manera formal, fría, que no tiene dinámica para expresar los contenidos, 

el docente solo imparte los conocimientos más no crea una clase activa, y de esa forma 

no genera conocimientos constructivos en los estudiantes, la educación va encaminada 

más hacia una enseñanza tradicional y de esa manera no se puede generar un 

aprendizaje significativo en los estudiantes. Para esto el educador debe introducir el 
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conocimiento en los estudiantes buscando una metodologia de enseñanza adecuada para 

el tema, por su parte el educando debe captar el conocimiento, analizar y construir su 

propio criterio sobre el contenido dado.  

Las teorías constructivistas se centran en la participación activa del estudiante, 

en la construcción del conocimiento. Esto no significa que se tiene que dejar solo al 

estudiante con una actividad física, rodeado de materiales didácticos para que el de 

manera autónoma construya su propio conocimiento, por el contrario en la actualidad el 

estudiante tiene una responsabilidad que implica una intensa actividad intelectual (más 

que física), resultante de enfrentar situaciones peculiares o adversas que a partir de esa 

experiencia previa (vivida o cognitiva) generan su capacidad de razonar (Waldegg, 

1998). Por otro lado, el mismo autor tambien menciona que el estudiante de 

matemáticas, equipado con una serie de explicaciones y operaciones provenientes de sus 

experiencias cognitivas previas y de los distintos contextos que han sido desarrollados, 

tratara de enfrentar de manera global, las nuevas experiencias, incorporándolas a su 

nueva visión. Es decir, que con todo lo que tiene a su alcance el estudiante, sus 

materiales didácticos y su experiencia previa, combinándolas para comprender la teoría 

y la práctica de la matemática, con lo cual vayan construyendo su propio conocimiento 

y generando un aprendizaje significativo.   

1.2. LOS RECURSOS DIDACTICOS EN EL APRENDIZAJE. 

1.2.1 ¿Los recursos didácticos ayudan al aprendizaje?  

Los recursos didácticos son los medios o materiales de apoyo que utiliza el 

docente, para mediar los contenidos de aprendizajes significativos nuevos o de refuerzo, 

mediante la construcción del conocimiento por los propios estudiantes (Isidro, 2004). 

Esto implica un trabajo activo por parte de los alumnos, pues son ellos quienes 
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construyen su conocimiento con base en los recursos didácticos utilizados por el 

docente, debido a que lo relacionan con su entorno.  

González y Arévalo (2015) mencionan que ¨los resultados de utilizar recursos 

didácticos en el aprendizaje de sólidos, ayudaron a los alumnos a reconocer las 

características físicas de dichas figuras, todo esto con la manipulación y visualización 

de los sólidos¨ (p.7). Con base en lo anterior, vemos la importancia de los recursos 

didácticos dentro del aula y lo que pueden llegar a provocar en los alumnos, es decir, un 

aprendizaje constructivista. 

 1.2.2. Guía didáctica para los solidos de revolución. 

Es un documento en donde se plasma toda la planificación de los contenidos por 

asignatura de cierto tema en donde deben constar los siguientes aspectos: lo que se 

expone al estudiando, procedimiento de cómo inducir al tema, detalles de lo más 

relevante de la asignatura, los recursos didácticos y tecnológicos que apoyarán al 

proceso de enseñanza - aprendizaje y cómo ejecutarlos, las pautas necesarias para el uso 

correcto de la metodología aplicada, los problemas de aprendizaje que se proponen, el 

tiempo que se emplea en el desarrollo de cada ejercicio, evaluaciones, etc. (García, 

2009). 

Uno de los principales recursos didácticos para la enseñanza de los sólidos de 

revolución es la guía didáctica, puesto que con base al autor Jean Piaget y su teoría 

sobre la concepción del constructivismo, la creación de una de ellas ayudaría en gran 

medida a mejorar las dificultades encontradas en la educación tradicional, siempre que 

el elemento fundamental sean los estudiantes, sin dejar de lado a los profesores, es 

decir, se busca que exista el apoyo entre ambas partes y así lograr  con éxito que el 

estudiante sea capaz de construir y mejorar su aprendizaje con los conceptos básicos 

que le brinde el docente durante la jornada (Hernández, 2008). Por otra parte, la guía 
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didáctica no está basada estrictamente en el modelo de Jean Piaget sino también en las 

perspectivas que propone el Ministerio de Educación del Ecuador (2016) mediante su 

currículo actualizado en donde fomenta el modelo constructivista haciendo principal 

responsable al estudiante de su aprendizaje contando con el apoyo del docente como 

guía. 

1.2.3. Software en la visualización de solidos de revolución. 

Los softwares son programas de computadora con una estructura de datos, 

gráficos que comprenden un conjunto de recursos interactivos informáticos diseñados 

para ser usados en el ámbito educativo, de allí la necesidad que hay en cuanto a las 

tareas del docente en incentivar su uso, con el objeto de que el estudiante logre un 

aprendizaje significativo (Fernández, Riveros y Montiel, 2017). Para el caso de la 

enseñanza de sólidos de revolución el software educativo: Geógebra, es una herramienta 

digital muy buena en el desarrollo de las demostraciones de las funciones para las 

diferentes esferas, donde el estudiante puede visualizar de mejor manera el concepto del 

mismo. 

1.2.4. Las tecnologías de la información y la comunicación (TICs) en la 

enseñanza de las matemáticas. 

Las experiencias de enseñanza de las tic´s en el ámbito educativo han 

demostrado ser una alta motivación en el aprendizaje de los estudiantes comparada con 

los procesos tradicionalistas de enseñanza. Ultimamente las tics han tomado un espacio 

importante dentro del sistema educativo, siendo una práctica didáctica destinada a que 

los estudiantes aprendan a través de actividades realizadas con medios informáticos 

(Rosabel, 2016). En matemáticas específicamente en el tema sólidos de revolución, el 

maestro puede usar algunas tics como: juegos virtuales, software, simulaciones en línea, 

proyecciones, etc.   
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1.3.  LA ENSEÑANZA EN LOS SOLIDOS. 

1.3.1. La enseñanza de sólidos de revolución. 

A muchos estudiantes se les hace complicado visualizar sólidos de revolución, 

este problema responde a que la enseñanza de geometría, los sólidos y sus propiedades 

siempre se han manejado sin mayor profundidad, más bien, solo se ha trabajado y se 

privilegia lo bidimensional (Gonzáles y Arévalo, 2015).  

Según la investigación realizada por González y Arévalo (2015), ¨Los 

estudiantes trabajaron en grupos, utilizaron manipulativos tangibles para identificar las 

características de los sólidos y llegaron a la conclusión de que la palabra vértice era 

confusa y todos acordaron llamarlas puntas, de esta forma los estudiantes reconocían 

todos los vértices de los sólidos propuestos por el docente¨ (p.7).  

Según los párrafos anteriores, para que los estudiantes desarrollen sus 

capacidades de razonamiento espacial se utilizó diferentes estrategias metodológicas 

obteniendo excelentes resultados, de ahí la importancia de aplicarlas en el aula. Pues los 

estudiantes manipularon los sólidos, conversaron con sus compañeros y junto al docente 

y llegaron a descomponer los sólidos en sus propiedades. 

 

1.3.2. Visualización espacial. 

El papel de la visualización en las características del talento ha sido abordado 

desde diferentes perspectivas. Según Ramirez (2017), menciona que, numerosos autores 

que han destacado la importancia de la visualización en las tareas de matematización, 

resaltando el papel que la visualización ha supuesto en la obra de grandes matemáticos y 

vinculándola estrechamente con el éxito en las denominadas disciplinas STEM 

(ciencias, tecnología, ingeniería y matemáticas). Desde esta perspectiva de cualidad 

para afrontar tareas matemáticas, la visualización supone la habilidad para interpretar y 
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comprender la información proveniente de figuras que se usan en el trabajo geométrico 

y la habilidad para contextualizar y trasladar las relaciones abstractas y la información 

no figural en términos visuales. 

Intuitivamente, la visualización se entiende como la acción de generar o 

completar imágenes sobre fenómenos o conceptos que pueden o no ser gráficos. Esta 

acción es especialmente interesante en matemáticas, como han señalado Arcavi (2003) y 

Hadamard (1947). Para conceptualizar la visualización y hacer operativo su análisis, 

utilizaremos la caracterización que realiza Gutiérrez (1996), en la que unifica muchos 

de los desarrollos teóricos elaborados hasta el momento y consigue establecer un marco 

integrador. La visualización está integrada por cuatro elementos principales: imágenes 

mentales, representaciones externas, procesos visuales y habilidades de visualización. 

Las representaciones externas son las manifestaciones físicas de un fenómeno, 

representaciones gráficas o verbales de conceptos o propiedades que incluyen dibujos, 

esbozos, diagramas, etc., y que ayudan a crear o transformar imágenes mentales y hacer 

razonamiento visual. Las imágenes mentales son representaciones estables que el sujeto 

hace de situaciones externas, atendiendo al menos a algunos elementos y características 

de la situación, son representaciones cognitivas de un concepto o propiedad matemática 

por medio de elementos visuales o espaciales. Los procesos de visualización son las 

acciones mentales o físicas en las que están involucradas las imágenes y que el sujeto 

emplea para transformar una representación externa en una imagen mental o para 

transformar y actuar con las imágenes mentales para incluirlas en sus razonamientos. 

Las habilidades de visualización son disposiciones estables del sujeto, desarrolladas a 

partir de la práctica, que le facilitan llevar a cabo procesos visuales. 

Arcavi (2003) aprecia que la visualización supone capacidad, proceso y 

producto de la actuación sobre representaciones externas figúrales. Centramos la 



 

Walter Daniel Roldan Jimbo 

Joel Fabián Curillo Tigre                                                                                                                    23 

atención sobre el análisis de las habilidades de visualización, de las que se ha 

reconocido su importancia para el aprendizaje geométrico, según Bishop (1980) y 

Hershkowitz (1990) desempeñan un papel relevante al resolver una tarea matemática, 

interviniendo tanto en los procesos de creación y transformación de imágenes mentales 

como para relacionar estas con las representaciones externas. La distinción de 

habilidades específicas para realizar tareas concretas ha sido frecuente en la 

investigación psicológica, generalmente basada en estudios factoriales. En relación con 

la visualización, se han realizado numerosos trabajos, muchos de los cuales emplean las 

habilidades visuales (Höffler, 2010). 

 

1.3.3. Teorías sobre la tridimensionalidad.        

En su teoría, Piaget (1980) plantea una evolución, por medio de estudios, 

señalando que este proceso es uniforme para todos los niños indistintamente del 

contexto en el que se aplique, por otro lado, Lowenfeld (1980) afirma, además, que en 

todo proceso de creación interactúan distintos factores, como ambientales, sociales y 

emocionales. Luego de comparar ambas propuestas, Andrade y Montecino (2009) 

establecen diferentes niveles de abstracción del pensamiento para los mismos rangos de 

edades, como se detalla a continuación: 

- Según Piaget (1980) señala que a los dos años y medios los niños son capaces 

de interpretar propiedades físicas de los objetos que son manipulados, por ejemplo, las 

cualidades de perspectiva. Mientras que para Lowenfeld (1980) en esta edad se da 

comienzo a la autoexpresión, por lo que los individuos están más centrados en su cuerpo 

que en lo que sucede alrededor, aún más, señala que es en la pre adolescencia cuando 

surge la necesidad de expresiones tridimensionales, sin embargo sólo pocos son capaces 
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de apreciar en el espacio estas cualidades al descubrir que pueden realizar dibujos con 

ilusión de profundidad.  

- Entre los 10 a 12 años, Piaget (1980), asegura que se manifiestan las 

operaciones espaciales, estableciendo el espacio que ocupan los objetos y su 

desplazamiento. Además, Lowenfeld (1980) afirma que en el establecimiento de las 

representaciones tridimensionales influyen frecuentemente las emociones, de los 7 a los 

9 años son capaces de distinguir las formas de un material, pero de los 9 a los 12 las 

actitudes egocéntricas, características de esta etapa, conllevan a dificultades para 

establecer relaciones espaciales debido a que se aíslan de su entorno y se centra en el 

yo.  

 

1.4. LOS BENEFICIOS DE UTILIZAR DIFERENTES ESTRATEGIAS DE 

ENSEÑANZA A TRAVÉS DE UNA GUÍA DIDÁCTICA. 

1.4.1. Estrategias de Enseñanza en la planificación de la clase.   

Los profesores utilizan estrategias para planificar actividades, generar 

aprendizajes en los estudiantes, explorar conocimientos previos, cumplir con los 

objetivos de competencia, evaluar los aprendizajes, además le permiten la evaluación, a 

estas se les pueden llamar estrategias de enseñanza (Torres y Girón, 2009). También se 

menciona que las planificaciones de las clases tienen que venir con actividades 

motivadoras, lúdicas, que motiven y despierten la curiosidad del estudiante a la hora de 

recibir conocimientos, llevándole a una participación activa, dando como resultado la 

construcción de su propio conocimiento y desarrollando un aprendizaje significativo.  

Desde otra perspectiva se sostiene que las estrategias didácticas en la práctica diaria 

pueden estar entrelazadas dado que en los procesos de enseñanza y aprendizaje el 

estudiante como agente activo adapta y procesa la información a la par de sus 
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expectativas y sus conocimientos previos sobre la temática a aprender; sin embargo, es 

importante considerar elementos comunes que convienen estar presentes en una 

estrategia de enseñanza y de esta manera lograr aprendizajes pertinentes y transferibles 

a contextos reales (Feo, 2010). 

           Es importante considerar que los estudiantes tienen el compromiso de aprender a 

aprender debido a que es un proceso intencionado de desarrollo y uso de herramientas 

intelectuales que poseemos, con el fin de que nos sean más útiles en el trabajo de 

adquisición de nuevos conocimientos, destrezas y en la formación de actitudes y 

valores. Para ello el docente debe de ayudar a los estudiantes a desarrollar su potencial 

intelectual y creativo, a través del empleo de estrategias de enseñanza, de acuerdo con 

los intereses de los estudiantes y demandas de la actual sociedad, para promover un 

aprendizaje significativo (Torres y Girón, 2009). 

        El docente debe generar la actividad autónoma del alumno, partiendo de 

orientaciones necesarias que le permitan integrar los elementos didácticos en sus clases 

y así guiar al estudiante hacia la activación cognoscitiva que determina en gran medida 

la calidad del proceso de enseñanza con lo cual la utilización de una guías didácticas y 

diferentes estrategias metodologías permitirá que el estudiante se vuelva un sujeto 

activo dentro de su aprendizaje (Pérez, 2009). 

 

1.4.2. La Didáctica dentro de clases.  

La didáctica exige la utilización de estrategias y métodos adecuados. En la 

actualidad se reconoce la necesidad de una didáctica centrada en que el educando 

aprenda, lo cual exige enfocar la enseñanza como un proceso de orientación del 

aprendizaje, para que los estudiantes no sólo se apropien de los conocimientos, sino que 

desarrollen habilidades, formen valores y adquieran estrategias que le permitan actuar 
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de forma independiente, creando un criterio propio de los contenidos (Moyano, et al. 

2021).  

 

La estrategia didáctica tiene carácter general, teniendo en cuenta que cada acción 

didáctica se concreta a partir del desarrollo profesional de los docentes, del diagnóstico 

de los estudiantes, de las potencialidades del contenido, de la disponibilidad de medios 

de enseñanza, así como de las actividades y tareas de cada clase. Trimiño y Zayas 

(2016) hacen mención que las estrategias didácticas son para todo el ámbito educativo 

(cualquier nivel educativo) y se generan con base a los conocimientos del docente, su 

preparación formativa, su planificación de los contenidos, para llegar a una transmisión 

de conocimientos efectiva hacia los estudiantes, donde ellos son autónomos de su 

propio aprendizaje, los docentes dan las instrumentos, los estudiantes utilizan dichas 

herramientas para fortalecer sus conocimientos. 

 

1.4.3. Participación de la Guía Didáctica en los Contenidos.   

         La Guía didáctica es un instrumento motivador de primer orden para despertar el 

interés por la materia o asignatura correspondiente. Debe ser un instrumento idóneo 

para guiar y facilitar el aprendizaje, ayudar a comprender y, en su caso, aplicar, los 

diferentes conocimientos, así como para integrar todos los medios y recursos que se 

presentan al estudiante como apoyos para su aprendizaje (García, 2009). Sostiene que 

una guía didáctica es la mejor manera de planificar los contenidos para impartir 

conocimiento, ya que es un instrumento que motiva a los estudiantes a aprender, donde 

se utiliza diferentes recursos didácticos y engloba todo lo necesario para que el 

estudiante genere un aprendizaje significativo.  
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Capítulo  II 

 

METODOLOGÍA Y ANÁLISIS DE RESULTADOS. 

 

2.1 Introducción.  

 

La metodología estudia una serie de técnicas y métodos que se utilizan en la 

recolección de información acerca de problemas, sucesos, situaciones en la sociedad, 

que se usan en investigaciones científicas para alcanzar resultados verídicos. Urbina 

(2010) denomina metodología: “a los pasos y procedimientos que se han seguido en una 

indagación determinada, para designar los modelos concretos de trabajo que se aplican 

en una determinada disciplina o especialidad” (p.5).  

 

La presente investigación tiene un enfoque cuantitativo, para la recolección y 

análisis de datos de la población se utilizó la técnica de la encuesta de forma virtual, 

mediante formularios de Google-Forms, debido a la situación actual que enfrenta el país 

y las restricciones por el Covid–19. Con los datos obtenidos se identificó las 

dificultades en la enseñanza de integrales triples en coordenadas esféricas, esto nos 

sirvió para elaborar la propuesta didáctica de enseñanza, que se divide en un conjunto 

de clases activas, las mismas que contienen una serie de  herramientas y recursos que 

los docentes puedan utilizar en sus clases, que están basadas en el constructivismo, y así 

faciliten al estudiante la comprensión de la temática. 

 

2.2. Población y muestra.   

La presente investigación tomo como población a los estudiantes de la carrera de 

pedagogía de ciencias experimentales: matemáticas y física de la Universidad de 

Cuenca en jornada matutina y vespertina quienes en ese momento se encontraban 

cursando sexto ciclo en la materia de funciones de varias variables del periodo Marzo-

Agosto de 2021, en total son 40 y se tomó como muestra a 33 estudiantes, para tener un 

margen de error menor al 5%. 
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2.3. Encuesta. 

 

La encuesta que se aplicó para esta investigación es de tipo descriptiva que se 

llevó a cabo mediante un cuestionario de 8 preguntas de opción múltiple y escala Likert. 

Esta encuesta tuvo varias interrogantes acerca de: problemas de visualización de 

integrales triples en un espacio tridimensional, dificultades en la utilización de 

diferentes estrategias metodológicas, recursos didácticos, uso de las TICS 

implementadas por el docente en la clase de integrales triples. 

 

2.4. Análisis de Resultados. 

 

Los resultados obtenidos, luego de aplicar la encuesta a los estudiantes de sexto 

ciclo de la carrera de pedagogía de ciencias experimentales: matemáticas y física de la 

universidad de Cuenca, se presentan detalladamente a continuación:  

 

Pregunta 1. En la escala del 1 al 4, siendo 1 la escala más baja y 4 la escala mas 

alta. ¿Considera Ud. que al momento de abordar el tema de integrales triples usted 

puede visualizar el problema en un espacio tridimensional? 

 

 

 

Interpretación: Con esta pregunta se pudo identificar que un 43,5% de los 

estudiantes no logran visualizar las integrales triples en un espacio tridimensional, lo 

que provoca reflexionar sobre las habilidades espaciales que tienen los estudiantes y a la 

vez los instrumentos que utiliza el docente para graficar dichas integrales y así mismo 

sus metodologías de enseñanza que utilizo en este tema, se destaca también con un 

Figura 2: Visualización de integrales triples en un espacio tridimensional 

Fuente: Autores
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34,8% de estudiantes logran visualizar las integrales triples de forma satisfactoria en un 

espacio tridimensional, pues se entiende que reformando cualquiera de estas dos 

situaciones se mejore el aprendizaje de.los.estudiantes.    

 

Pregunta 2. En escala del 1 al 4. ¿Cree Ud. que el docente deba utilizar diferentes 

estrategias metodológicas para abordar el tema de integrales triples en 

coordenadas esféricas? 

 

 

Interpretación:  Con el gráfico se puede observar que un 47,8% estudiantes 

consideran que para un mejor aprendizaje de las integrales triples en coordenadas 

esféricas, se debe utilizar diferentes estrategias metodológicas. Evidenciando que con la 

utilización de diferentes métodos de enseñanza, las clases tradicionales se volverán 

clases más activas y así los estudiantes llegaran a construir su propio conocimiento.    

 

Pregunta 3. Al momento de impartir la temática su docente utilizo:  

 

 

 

Figura 3: Utilización de diferentes estrategias metodologías en integrales triples en coordenadas esféricas. 

Fuente: Autores

Figura 4: Utilización de recursos didácticos.  

Fuente: Autores
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Interpretación: En cuanto a la contextualización de esta  pregunta es muy 

importante debido a que un 69,6% de los estudiantes enfatizaron que cuando ellos 

recibieron la temática, el docente utilizo solamente el pizarrón, por lo que se podría 

contribuir con diferentes recursos didácticos como lo son: material concreto, softwares 

matemáticos, entre otros dando como resultado un aprendizaje significativo.  

 

Pregunta 4. En escala del 1 al 4. ¿Cree Ud. que es necesario que el docente utilice 

las TICS (Maple, Geógebra, Symbolab, entre otros) como herramientas de ayuda, 

para la graficación y resolución de integrales triples?  

 

 

 

 

Interpretación: Como se evidencian en los resultados obtenidos un 69,6% 

piensan que la utilización de TICS ayudaría a mejorar y a retroalimentar el aprendizaje 

de la matemática, con lo cual el docente puede basarse en los distintos softwares para 

poder llegar a proponer una clase activa con diferentes metodologías de enseñanza.   

 

Pregunta 5. ¿Qué considera Ud. que es lo más complicado al momento de resolver 

los ejercicios de integrales triples en coordenadas esféricas? 

 

Figura 5: Utilización de las TICS.  

Fuente: Autores
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Interpretación: De acuerdo a los resultados obtenidos, se aprecia que a un 

47,8% de estudiantes se les hace complicado identificar los límites de integración y un 

39,1% visualizar y dibujar los sólidos de revolución, en donde el docente tiene la 

oportunidad de aplicar una serie de estrategías y recursos didácticos para mejorar o 

suprimir dichas dificultades de los estudiantes.  

 

Pregunta 6. ¿Qué tan de acuerdo está Ud. en que se utilice material concreto para 

la visualización y resolución de ejercicios con integrales triples en coordenadas 

esféricas? 

 

 

 

 

 

Figura 7: Utilización de material concreto para visualizar y  resolver integrales triples en coordenadas 

esféricas.  

Fuente: Autores

Figura 6: Dificultades al momento de resolver integrales triples en coordenadas esféricas.  

Fuente: Autores
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Interpretación: Con estos resultados se intuye que la mayoría de los estudiantes 

está de acuerdo en la utilización de material concreto para la visualización y resolución 

de integrales triples en coordenadas esféricas ya que con esto facilita el razonamiento 

espacial de los estudiantes y así poder llenar los espacios vacíos que deja la temática en 

cuanto al proceso de enseñanza-aprendizaje. 

 

Pregunta 7. ¿Cree necesario el uso de material concreto palpable y tangible para 

mejorar el proceso de enseñanza en la temática de integrales triples en 

coordenadas esféricas? Argumente su respuesta.  

 

Interpretación: Según la base de datos los estudiantes consideran que los 

materiales tangibles soy muy importantes para el proceso de enseñanza de la temática, 

ya que cumple con varias ventajas particulares, visuales y manipulables que estas 

brindan, así mismo las consideran como instrumentos orientadores que benefician y 

mejoran el proceso educativo de una forma más dinámica, ya que facilita la 

comprensión y visualización de los sólidos en 3 dimensiones que en ocasiones suele ser 

muy abstracto la graficación de la misma, con esto se crea una armonía entre la práctica 

y la teoría, lo que hace que el aprendizaje sea más ameno y efectivo. Por otra parte se 

evidencia que algunos estudiantes prefieren programas que permiten el modelado y 

visualización de integrales triples e inclusive tienen facilidad de manipulación de los 

límites de integración. 
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Pregunta 8. Como futuro docente, ¿abordaría el tema de integrales triples en 

coordenadas esféricas con el uso de material concreto? 

 

 

 

 

 

 

Interpretación: Como se evidencia en los resultados, y unificando los dos 

porcentajes más altos, con un 87% de estudiantes afirman que cuando ellos sean 

docentes utilizarán materiales concretos en la temática de integrales triples en 

coordenadas esféricas ya que con ello podrán ayudar a una mejor visualización del 

sólido, mejorando el razonamiento espacial de los estudiantes con lo cual podrán 

adquirir el interés de los estudiantes motivándoles a generar una clase activa donde se 

ellos irán construyendo su propio conocimiento desarrollando un aprendizaje 

significativo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8: Utilización de material concreto para futuros docentes.  

Fuente: Autores
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2.5 Conclusiones de los resultados.  

 

Con la encuesta realizada y debido a lo abstracto que puede ser para algunos 

estudiantes el visualizar y dibujar sólidos de revolución, se puede concluir que una guía 

didactica que proponga estrategias y recursos didácticos para la enseñanza de integrales 

tríples en coordenadas esféricas es fáctible y puede ser una alternativa para los docentes 

y futuros docentes que impartán esta temática. 

De la misma manera se generaron ideas para la elaboración de la propuesta, la 

misma que se plasmara en una guía didáctica que contenga recursos como: softwares, 

material concreto, páginas web, videos explicativos entre otros.  

Por medio de una guía didáctica el docente fortalecerá la enseñanza, facilitando 

medios para la visualización, construcción y manipulación de solidos de revolución, 

para una mejor comprensión del tema, logrando la participación autónoma y activa de 

los estudiantes. 

 Esta guía didáctica está enfocada en brindar diversas alternativas para intentar 

suprimir el problema que existe dentro de las clases al momento de impartir el tema de 

integrales triples en coordenadas esféricas, ya que será una alternativa tanto para los 

docentes como para los estudiantes.  
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Capítulo  III 

 

PROPUESTA. 

 

3.1 Introducción a la propuesta.  

 

En este capítulo se presenta  la elaboración de una guía didáctica denominada: 

“Guía didáctica para la enseñanza de integrales triples en coordenadas esféricas” 

diseñado con base a la investigación bibliográfica y cuantitativa; plasmadas en 4 clases 

que abarcan diferentes contenidos y actividades, dirigida hacia los docentes que 

imparten la temática de funciones de varias variables.  

 

Cada una de las clases viene estructurada con los tres momentos de aprendizaje: 

anticipación, construcción y consolidación. Además las clases cuentan con recursos 

didácticos, tecnológicos, actividades para la casa, en clase, individuales y grupales, 

entre otros.  

 

La propuesta tiene la finalidad de presentar a los docentes una variedad de 

opciones para explicar la temática y así despertar el interés de los estudiantes, 

ayudándoles a que tengan un papel activo en la construcción de su propio conocimiento 

generando su aprendizaje significativo.  

 

3.2 Guía para el docente.  

 



INTEGRALES TRIPLES
EN

 COORDENADAS ESFERICAS

GUIA DIDACTICA PARA EL DOCENTE

WALTER ROLDAN JIMBO
JOEL CURILLO TIGRE



Resultado de aprendizaje 
Aplica los conceptos de integral

a las funciones de varias
variables

Indicador 
Aplica integrales triples en la

resolución de problemas.



Universidad de Cuenca

Facultad de Filosofía, Letras y Ciencias 
de la Educación 

Carrera de Matemáticas y Física

DIRECTOR:
Mgt: Freddy Patricio Guachún

AUTORES:
Walter Daniel Roldan Jimbo

Joel Fabian Curillo Tigre

2022

INTEGRALES TRIPLES EN
COORDENADAS ESFERICAS

GUÍA DIDÁCTICA PARA EL DOCENTE



Esta guía va dirigida hacia los docentes que
impartan la temática de integrales triples en
coordenadas esféricas.
Tiene como objetivo el desarrollar estrategias
metodológicas en donde el estudiante va a
seguir una serie de actividades, llevando al
estudiante a la activación de conocimientos
previos la cual guiada por el docente irán
construyendo su propio conocimiento y así
llegar a la formación de un aprendizaje
significativo. 

Introducción



GRAFICACIÓN  DE
PARES  ORDENADOS
EN  COORDENADAS
ESFÉRICAS

GUÍA DIDÁCTICA PARA EL DOCENTE

Graficar pares ordenados en coordenadas
rectangulares y esféricas.

OBJETIVO



Guía Didáctica Para el docente

 ¿Sabías que?

GRAFICACIÓN  DE  PARES
ORDENADOS  EN
COORDENADAS  ESFÉRICAS

Pág.02

En el sistema tridimensional de
coordenadas cartesianas, la
posición de cualquier punto se
puede describir con un trío
ordenado de números. Hay una
correspondencia uno a uno entre
cada punto P en el espacio
tridimensional y el trío ordenado
(x; y; z). Los valores de x, y, z son
las coordenadas x, y, z del punto P

El docente podrá compartir con los estudiantes el siguiente link, o
podrá proyectar en el aula de clases para analizar el sistema

tridimensional.
https://www.youtube.com/watch?v=Uxu-51ZxNxE

TIC´S

DATO CURIOSO.
El espacio a nuestro alrededor es tridimensional a
simple vista, un claro ejemplo además es el planeta
Tierra.

https://es.wikipedia.org/wiki/Espacio_(f%C3%ADsica)


Guía Didáctica Para el docente

GRAFICACIÓN  DE  PARES
ORDENADOS  EN
COORDENADAS  ESFÉRICAS

Pág.03

Nota: Recordar a los estudiantes  que
la flecha roja del radar será el punto

(0,0) del plano cartesiano, y se
partirá de ahí para ubicar las esferas.

El docente usará la imagen del radar del dragón, para realizar una
lluvia de ideas sobre lo que quiere hacer Búlma con dicho objeto.

A continuación, los estudiantes  se encargarán de anotar las
coordenadas de de las esferas en el siguiente cuadro.

Anticipación: 
Actividades propuestas para despertar el conocimiento

previo que el estudiante posee acerca del tema. Actividad 1.

Duración de la clase: Dos horas clase.



Guía Didáctica Para el docente

GRAFICACIÓN  DE  PARES
ORDENADOS  EN
COORDENADAS  ESFÉRICAS

Pág.04

Actividad 2.

Punto en tres
dimensiones:

Mediante la esquina de
la pared, los estudiantes

notarán que no solo
existen 2 sistemas de

referencia sino 3, y a la
vez existen 3 ejes: X, Y

y Z.

¡Entérate! 

El orden de las componentes no puede ser cambiado. 

(x, y) ≠ (y, x). (x, y, z) ≠ (y, x, z). 



Guía Didáctica Para el docente

GRAFICACIÓN  DE  PARES
ORDENADOS  EN
COORDENADAS  ESFÉRICAS

Pág.05

Los estudiantes serán capaces de deducir que las componentes 
x,y,z en coordenadas esféricas se representa por: 

 p, θ, ϕ como
analizamos en

la gráfica.

Los estudiantes contestarán las siguientes preguntas:

Señale lo correcto:
La coordenada radial "p" toma valores positivos y negativos:

Verdadero     o      Falso
Complete:
La coordenada θ toma como valor mínimo 0º para puntos ubicados sobre
el semieje positivo Z y valor máximo 180º para los puntos que están
ubicados en el semieje negativo Z.
Conteste:
¿Cuál es el valor mínimo y máximo que toma la coordenada azimutal ϕ?
Respuesta: valor mínimo 0º y cota máxima de 360º. 

Mediante la manipulación de la
maqueta 1,  los estudiantes identificarán
el punto P, el ángulo θ, y el ángulo ϕ. y

responderá lo siguiente.

¿Cómo se da la variación de p?
¿En qué eje varía el ángulo θ?
¿En qué eje varía el ángulo ϕ?

Luego de estas preguntas, los estudiantes 
deducirán junto al docente cuáles son las 
componentes de las coordenadas esféricas.

Construcción:
Actividad:1



GRAFICACIÓN  DE  PARES
ORDENADOS  EN
COORDENADAS  ESFÉRICAS

Pág.06

Guía Didáctica Para el docente

El docente junto a los estudiantes analizaran los parámetros de la gráfica para deducir
las fórmulas:

x,y,z son coordenadas
rectangulares que representan

longitudes medidas sobre los ejes.

'p' es la longitud de la
proyección del radio vector 'r'

sobre el plano 'X-Y'.

'ϕ' se mide desde eje 'X'
positivo, hasta la línea 'p',

siempre en sentido positivo.  
0 ≤ ϕ ≤ 2π

'ϕ' es el ángulo azimutal y está
descrito sobre el plano 'X-Y'.'θ' es el ángulo polar, el cual se

forma en el plano 'z-p'

Va desde del eje
'Z' positivo, hasta

la línea 'r'. 
0 ≥ θ ≥ π 

'x', 'y', 'p' forman un triángulo
rectángulo. Donde 'p' es la

hipotenusa, 'x' el cateto
adyacente a 'ϕ ' y 'y' el cateto

opuesto a 'ϕ '.

'z', 'p' y 'r' forman un triángulo
rectángulo, donde 'r' es la
hipotenusa, 'z' es el cateto

adyacente al ángulo 'θ' y 'p' es el
cateto opuesto al ángulo '' 

Donde:

Donde:

https://fsymbols.com/es/signos/pi/
https://fsymbols.com/es/signos/pi/
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Uso de la maqueta por parte del docente.

Actividad:2

Junto con los estudiantes manipulen la
maqueta 1 y visualicen diferentes puntos en

el espacio.

Guía Didáctica Para el docente

Dado el punto P (20,15,22) en coordenadas
rectangulares, transformar dicho punto en
coordenadas esféricas, haciendo uso de la

maqueta propuesta.

Resultado esperado

P (20,15,22)Coordenadas 
Rectangulares

Coordenadas 
Esféricas
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Guía Didáctica Para el docente

¿Cuál es la relación
para la coordenada

x,y,z?

Los estudiantes junto con el docente recordaran:

La relación que existe entre las coordenadas rectangulares y esféricas. 

X = rsenФcosө 

Las coordenadas esféricas son
apropiadas para estudiar

superficies que tenga un centro
de simetría.

 Y = rsenФsenө Z = rcosФ

 Los estudiantes resolverán un ejercicio de transformaciones en su cuaderno
y a continuación pasara un alumno al azar a resolverlo en el pizarrón. 

Partiendo de todo lo analizado anteriormente

Actividad:3

Ejercicio modelo: 

Hallar una ecuación en coordenadas esféricas parar las superficies cuyas
ecuaciones están en coordenadas rectangulares. Se indican a continuación:
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a) Cono: x²+y²=z²

2. Remplazamos las relaciones que existen de coordenadas esféricas en
la ecuación del cono que esta en coordenadas rectangulares. 

x²+y² = z² 
p²sen²Фcos²ө + p²sen²Ф sen²ө = p²cos²Ф

p²sen²Ф(cos²ө + sen²ө) = p²cos²Ф
p²sen²Ф = p²cos²Ф 

             sen²Ф/cos²Ф=1      p>0 
     tg²Ф =1       

 Ф=π /4   o    Ф=3π/4

Factor común.

Identidad trigonométrica.

Identidad trigonométrica.

Los estudiantes deducirán con la grafica que: 
La ecuación Ф = π/4 representa la mitad superior del cono y la ecuación 

Ф = 3π/4 su mitad inferior.

Graficamos en geogebra para visualizar los solidos de revolución:1.

Guía Didáctica Para el docente

Actividad:4



Guía Didáctica Para el docente
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A continuación los estudiantes y el docente graficarán pares ordenados
en coordenadas esféricas en geogebra. 

Graficar en coordenadas esféricas el punto A:  (4,65°,90°).

Los estudiantes graficarán un punto 
cualquiera en coordenadas esféricas y se
procederá a realizar un sorteo para saber 
quien pasara a explicar su ejercicio en la

pizarra con la ayuda de geogebra. 

Graficar en coordenadas esféricas el punto A: (8, π/2,π/4). 

0 ≤ r < ∞



0 ≤ θ ≤ 180º



0 ≤ φ  < 360º

Refuerzo:



Guía Didáctica Para el docente
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Para comprobar si los estudiantes cumplen con el
resultado de aprendizaje, el docente enviará

ejercicios prácticos a la casa, los cuales tienen que
ser realizados de forma individual.

1) El punto (2, 30°, 45°) está
dado en coordenadas esféricas.

Pida a los estudiantes que
grafiquen dicho punto en su

cuaderno.

2) Realice el punto P, dado en
coordenadas esféricas P(4, π/4, π/3)

Recordar a los estudiantes que en el
ejercicio 2 hay que tomar en cuenta

la relación: π = 180°.



Consolidación
ACTIVIDAD 1:



Guía Didáctica Para el docente
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ACTIVIDAD 2:

Proponer actividad que consiste en la resolución de ejercicios que servirán
como conocimientos previos para la revisión del siguiente tema. Esta
actividad se puede realizar de manera individual o en parejas.

El docente debe generar una
retroalimentación de

fórmulas para la resolución
de ejercicios.

Tic´s
Juego en línea para la solución de ejercicios de transformación de coordenadas

rectangulares a esféricas. 
https://www.neurochispas.com/wiki/coordenadas-cartesianas-a-esfericas/




DIFERENCIAL  DE  VOLUMEN
EN  COORDENADAS
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Teniendo al punto 1:(2, 3, 4) y el punto 2: (-4, 4, 6) en coordenadas
cartesianas. ¿Cuál es su equivalencia de los puntos en coordenadas
esféricas?

Ejercicios para la casa:

Pág.13DIFERENCIAL  DE  VOLUMEN
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Para finalizar, adjuntamos
la rubrica de calificación

para la tarea asignada
anteriormente.



Vectores
unitarios en
coordenadas

esféricas: ur, uθ,
uϕ.

OBJETIVO

Identificar y reconocer los
vectores unitarios pertenecientes

a las coordenadas esféricas.



Guía Didáctica Para el docente
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Un vector.
Recurso visual a ser utilizado

para la anticipación. 

Con el debate en la anticipación,
el docente tendrá que definir y
dejar claro los conceptos de:
módulo, dirección y sentido.

Además, tendrá que
complementarlo con la imagen

siguiente.

¿Qué se considera para medir el Angulo del
vector?

Respuesta: Se considera una recta de referencia,

Preguntas para la activación de
conocimientos previos

¿Qué nos representa las flechas
anteriormente mostradas?

¿Afecta en algo que las flechas tengan
diferente orientación?

¿Qué es la dirección de un vector?
¿A que llamamos magnitud o modulo?

Formar grupos de 4, los
estudiantes debatirán sobre

las siguientes preguntas
durante 5 minutos, al
finalizar el tiempo, un

integrante de cada grupo
expondrá lo conversado.

Anticipación: 

!Ojo¡

Vectores unitarios en
coordenadas esféricas:

ur, uθ, uϕ.

Duración de la clase: Dos horas clase.
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Pág.03

Construcción

La siguiente imagen, muestra la maqueta que se elaboró para la
enseñanza de vectores unitarios: 

Con base a la maqueta, el
docente realizará una serie de
preguntas con la participación
de  los estudiantes sobre 
         vectores unitarios:

¿Por que se le llama vector
unitario?

¿Cuántos vectores unitarios
hay y cuáles son cada uno

de ellos?
¿Qué nos indica los
vectores unitarios?

Con base en las respuestas de los
estudiantes, construya una conclusión

de los vectores unitarios.

Actividad 1.Actividad 1.Actividad 1.

Vectores unitarios en
coordenadas esféricas:

ur, uθ, uϕ.



Vectores unitarios en
coordenadas esféricas:

ur, uθ, uϕ.

Guía Didáctica Para el docente
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Creación del nuevo conocimiento relacionándolo con sus saberes previos.
Realice la siguiente experiencia.

- Material concreto.
- Pizarra.
- Marcadores.
- Hojas de trabajo para      
..los estudiantes.

Procedimiento.

Materiales.

Durante 10 minutos los estudiantes visualizarán y
manipularán con cuidado la maqueta de vectores
unitarios, luego, cada uno de ellos mencionará

puntos interesantes de la maqueta.

Experiencia:



Punto de llegada

Punto de partida

Guía Didáctica Para el docente
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2. A Continuación, otro estudiante localizara el vector "r" y mencionara 
     si existe un  punto de partida y un punto de llegada de dicho vector. 

1. Uno de los estudiantes ubicará el punto P en la maqueta.

El punto puede moverse sin problema
en el sistema de 3 dimensiones, el
cubo con imanes en la punta del 

vector expresa el punto "p".

El docente debe socializar que si
existe un punto de partida siendo
este el origen y tiene un punto de

llegada también que se lo 
denomina punto "p".

Actividad 2.Actividad 2.Actividad 2.

Vectores unitarios en
coordenadas esféricas:

ur, uθ, uϕ.



Vector "r".

Vectores unitarios en
coordenadas esféricas:

ur, uθ, uϕ.

Guía Didáctica Para el docente
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3. Se pedirá a dos estudiantes que localicen el ángulo θ y el ángulo ϕ en 
    la maqueta. 

4. Pregunta a los estudiantes. ¿Qué rol cumple "r" dentro de la maqueta?
    Respuesta: El vector "r" es la distancia del origen al punto P. 

El docente debe indicar que
el ángulo phi (color verde)

se toma desde el eje "x"
positivo hasta la proyección
de "P", mientras que para el
ángulo tetha (color azul) se

toma desde el eje "Z"
positivo hasta la recta "OP".

El vector puede moverse sin
problema en el sistema de 3

dimensiones, el cubo con imanes
en la punta del vector expresa el

punto "p".



Vectores unitarios en
coordenadas esféricas:

ur, uθ, uϕ.

Guía Didáctica Para el docente
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7. El docente junto con los estudiantes se ubicarán en el punto P y
    observaran las variaciones que realizan los vectores unitarios.

8. El docente mantiene constante θ y ϕ, y el estudiante hace que      
"r" aumente. ¿Qué vector unitario aparece?

Respuesta: Aparece el vector 
       unitario ur (color rojo).



Vectores unitarios en
coordenadas esféricas:

ur, uθ, uϕ.

Guía Didáctica Para el docente
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9. Un estudiante mantiene
constante θ y r, y otro estudiante
hace que ϕ aumenta. ¿Qué vector
unitario aparece? 

Respuesta: Aparece el vector 
        unitario uϕ (color verde).

10. Un estudiante
mantiene constante
ϕ y r, y el docente

hace que "θ"
aumente. ¿Qué
vector unitario

aparece?

Respuesta: Aparece el vector 
        unitario uθ (color azul).

11. Un estudiante aleatorio, intentará localizar los vectores unitarios: 
    ur, uθ, uϕ.

El docente deberá realizar una
retroalimentación acerca de los
vectores unitarios revisados en

los apartados anteriores.
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Consolidación:Consolidación:Consolidación:

Actividad 1.Actividad 1.Actividad 1.
Los estudiantes graficaran las siguientes coordenadas en sus cuadernos

y lo corroboraran con la maqueta, finalmente lo verificaran con
geogebra,

Coordenadas: (3;45°;45°); (5;40°;55°); (7;25°;75°)

Responda:

En base a la imagen: ¿Qué vectores se genera al volar una cometa ?

Vectores unitarios en
coordenadas esféricas:

ur, uθ, uϕ.
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Actividad 2.Actividad 2.Actividad 2.
Luego de la clase, el estudiante será capaz de identificar los
vectores unitarios en coordenadas esféricas, por ello el
docente planteará una actividad grupal donde los
estudiantes deberán llevar la teoría revisada a casos de
aplicación real. Por lo tanto, el docente explicará la consigna
del trabajo, indicará el número de integrantes por grupo,
realizará recomendaciones explicando criterios importantes
y finalmente socializará la rúbrica de calificación.

Vectores unitarios en
coordenadas esféricas:

ur, uθ, uϕ.
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Consigna
Sabiendo que las islas Malvinas tienen coordenadas
geográficas 59ºO 51,75ºS, determinar las coordenadas
esféricas correspondientes. Recordar que el eje X va del
centro de la Tierra al meridiano 0º y sobre el plano ecuatorial;
el eje Y también en el plano ecuatorial y pasando por el
meridiano 90º Oeste; por último el eje Z en el eje de rotación
terrestre en sentido Sur-Norte.

Vectores unitarios en
coordenadas esféricas:

ur, uθ, uϕ.
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Recomendaciones
Para hallar entonces las coordenadas esféricas correspondientes
usamos las fórmulas presentadas:

Solución

59ºO 51,75ºS → (r=6371 km,
θ=90º+51,75º, φ=360º-59º) ,es
decir

Malvinas:
(r=6371 km, θ=141,75º, φ=301º)

Vectores unitarios en
coordenadas esféricas:

ur, uθ, uϕ.



Vectores unitarios en
coordenadas esféricas:

ur, uθ, uϕ.

Guía Didáctica Para el docente
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Rúbrica de calificación



DIFERENCIAL

DE VOLUMEN EN

COORDENADAS

CARTESIANAS Y

ESFERICAS

GUÍA DIDÁCTICA PARA EL DOCENTE

Determinar el diferencial de volumen en
coordenadas cartesianas y esféricas 

 mediante el uso de TICS y material concreto. 

OBJETIVO



x-y-z-r-θ-ϕ
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Anticipación: 

Las siguientes actividades tienen como objetivo activar el conocimiento
previo que posee el estudiante acerca del tema.

¿Cuál es el volumen de un paralelepípedo?

Respuesta: 
El volumen de un paralelepípedo es

base*ancho*altura = a*b*c = V.

¿Qué dimensiones puede variar el paralelepípedo mostrado
anteriormente?

Respuesta: 

Guía Didáctica Para el docente

Completar los recuadros de la siguiente grafica con los siguientes datos.

Refuerzo: ¿Cuáles son los valores máximos
y mínimos que pueden tomar los ángulos?

0 ≤ r < ∞



0 ≤ θ ≤ 180º



0 ≤ φ  < 360º

DIFERENCIAL  DE  VOLUMEN
EN  COORDENADAS
CARTESIANAS  Y  ESFÉRICAS .

Duración de la clase: Dos horas clase.
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Guía Didáctica Para el docente

Construcción

Los estudiantes junto con el docente analizaran la siguiente grafica
y responderán las siguientes conclusiones.

¿Se puede variar las
dimensiones del paralelepípedo

en sus diferentes ejes?

¿Cuál es el símbolo de variación para cualquier eje?
Respuesta: Delta "Δ"

¿De acuerdo a la grafica cuanto a variado cada eje?
Si sus nuevos puntos son x=5, y= 2.2 y z=3.8  

¿De acuerdo a la grafica cuáles
son las coordenadas obtenidos

en cada eje de coordenada?
Respuesta: x,y,z deben ser

constantes, coordenadas son:
(4,2,3)

ΔX=(x1-x) ΔY=(y1-y) ΔZ=(z1-z)



Guía Didáctica Para el docente
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¿Cuál son las superficies de las variaciones de acuerdo al grafico? 
Construcción

DIFERENCIAL  DE  VOLUMEN
EN  COORDENADAS
CARTESIANAS  Y  ESFÉRICAS .

Solución:  S1= x*z
                  S2= y*z
                  S2= x*y

¿A que llamamos diferencial de volumen?
Respuesta: 

¿Cuál es el volumen del
diferencial de la siguiente grafica?

ΔV = Δx*Δy*Δz

dV = dxdydz
Respuesta: 
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Guía Didáctica Para el docente

Los estudiantes junto con el docente recordaran: 

Las integrales triples son como integrales
dobles, pero en tres dimensiones.

¿Cuál es la manera abstracta de escribir la integral triple?

Respuesta: 

R
f(x,y,z)

dV 

Función con puntos en el espacio tridimensional.
Diferencial de volumen.
Región en el espacio tridimensional.

Unir:

Concretamente: ¿Cómo se representa las tres integrales anidadas?

dA= dxdyZ = 

Construcción

V = 

https://es.khanacademy.org/math/multivariable-calculus/integrating-multivariable-functions/triple-integrals-topic/a/g/a/double-integrals-beyond-volume
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Guía Didáctica Para el docente

Construcción
Los estudiantes responderán las siguientes preguntas guiándose en la grafica.

¿Cuántas superficies existen sistema de coordenadas esféricas y cuáles son?
Respuesta: Existen 3 superficies las cuales son una esfera, un cono y un

semiplano.

Unir: Análisis de las características de las superficies.

Esfera:



Cono:



Semiplano: 

Contiene al eje z y forma un
ángulo ϕ con el semiplano XZ.  

Radio r 

De eje z y centro en el origen,
cuya superficie forma un θ
ángulo con el eje z.

DIFERENCIAL  DE  VOLUMEN
EN  COORDENADAS
CARTESIANAS  Y  ESFÉRICAS .



DIFERENCIAL  DE  VOLUMEN
EN  COORDENADAS
CARTESIANAS  Y  ESFÉRICAS .

Pág.07

Guía Didáctica Para el docente

Construcción
Los estudiantes junto con el docente graficaran en geogebra el

siguiente punto en coordenadas esféricas: (3,55°,45°)

Pueden complementarlo
graficando en:

https://www.edumedia-
sciences.com/es/media/269-

coordenadas-
esfericas#google_vignette

Los estudiantes en geogebra graficaran diferentes puntos en coordenadas esféricas:
(2,40°,35°) y (4,55°,40°)



DIFERENCIAL  DE  VOLUMEN
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Guía Didáctica Para el docente

Los estudiantes en geogebra en el mismo plano graficaran los puntos
(3,55°,45°) y (4,70°,60°) y responderán las siguientes preguntas:

 ¿Enfatice sobre que es el diferencial
de volumen en coordenadas esféricas?

¿Cuánto a variado r ,θ°,ϕ°?

¿Cuáles son los factores de escala de las coordenadas r,ө,ϕ ?

Respuesta: Únicamente r es métrica y su factor de escala es 1. Para ө y ϕ  los
factores de escala son respectivamente r y rsen(ө).

¿Cuál es el diferencial
lineal de la coordenada r?

Respuesta: dlr = dr 

¿Cuál es el diferencial lineal
de la coordenada ө?
Respuesta: dlө = rdө

¿Cuál es el diferencial
lineal de la

coordenada ǿ?
Respuesta: dlϕ =

rsen(ө)dϕ



DIFERENCIAL  DE  VOLUMEN
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Construcción

¿Cuáles son los diferenciales de superficie en base a la siguiente grafica? 

Superficie 1 = dSr

Superficie 2 = dSө

Respuesta: 
 dSө = r²sen(ө)dϕdө 

Respuesta: 
dSr = rdөdr
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Guía Didáctica Para el docente

Construcción
Superficie 2 = dSϕ

Respuesta: 
  dSϕ = rsen(ө)dөdr

A continuación los estudiantes analizaran la gráfica y junto al docente encontraran el
diferencial de volumen en coordenadas esféricas.  

DIFERENCIAL  DE  VOLUMEN
EN  COORDENADAS
CARTESIANAS  Y  ESFÉRICAS .
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Las regiones infinitesimales
en coordenadas esféricas

tienen la forma de la figura:

Nota: Para encontrar
el volumen de la

figura se multiplica
cada lado. 

dv=rdөrsinөdϕdr

dv = r²sinөdrdөdϕ

Ordenando.

Construcción
Por lo tanto: ¿Cuál es el  diferencial de volumen en coordenadas esféricas?

Los estudiantes junto con el docente enfatizaran la manera de escribir de
manera abstracta la integral triple en coordenadas esfericas:  

V  = = 

V

V 

DIFERENCIAL  DE  VOLUMEN
EN  COORDENADAS
CARTESIANAS  Y  ESFÉRICAS .



En coordenadas
esféricas:

Guía Didáctica Para el docente
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Los estudiantes en una hoja graficaran y escribirán el
diferencial volumen de las variaciones infinitesimales:

dv = r²sinөdrdөdϕ

En coordenadas
cartesianas:

dv = dxdydz

Consolidación:

Actividad 1:

DIFERENCIAL  DE  VOLUMEN
EN  COORDENADAS
CARTESIANAS  Y  ESFÉRICAS .
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Guía Didáctica Para el docente

Actividad 2:

Los estudiantes graficaran dos puntos simultáneamente en el mismo plano en
coordenadas cartesianas y esféricas, luego procederán a sacar el diferencial y

su el volumen del mismo.

Puntos: - (3;6;7) y (4;5;7.25;) 
                      - (4;40°;65°) y (5;50°;75°)

DIFERENCIAL  DE  VOLUMEN
EN  COORDENADAS
CARTESIANAS  Y  ESFÉRICAS .
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Rúbrica de calificación

DIFERENCIAL  DE  VOLUMEN
EN  COORDENADAS
CARTESIANAS  Y  ESFÉRICAS .



RESOLUCIÓN  DE
EJERCICIOS  DE
INTEGRALES  TRIPLES
EN  COORDENADAS
ESFÉRICAS .

GUÍA DIDÁCTICA PARA EL DOCENTE

Identificar y resolver ejercicios de
integrales triples en coordenadas

esféricas.

OBJETIVO



Guía Didáctica Para el docente

RESOLUCIÓN  DE  EJERCICIOS
DE  INTEGRALES  TRIPLES  EN
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Anticipación:
Tic´s

El docente tiene como recurso antes de iniciar
con la clase, un vídeo explicativo de la resolución
de integrales triples en coordenadas esféricas.

https://www.youtube.com/watch?v=PAg5HCY8BzE

Retroalimentación de coordenadas
esféricas.

Duración de la clase: Dos horas clase.
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Anticipación:
Los estudiantes resolverán ejercicios de integrales triples en coordenadas

rectangulares.

Calcule el volumen de la región D encerrada entre las superficies z=x²+3y²  y 
z=8-x²-y²

Solución: El volumen es: 
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Procedimiento:  

Determine el volumen del siguiente sólido.
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Procedimiento:  
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u³
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¿Cuál es la fórmula de la distancia para convertir las
coordenadas rectangulares a esféricas?

Los estudiantes recordaran la relación que existe para convertir de coordenadas
esféricas a rectangulares.
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Material concreto

CONSTRUCCIÓN

Los estudiantes manipularan el siguiente material concreto y junto al docente
sacaran la ecuación para encontrar el volumen de la media esfera. 

El estudiante acompañado por el
docente verificaran la ecuación de
la media esfera en geogebra: 
Se muestra a continuación: 

Actividad 1.
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Los estudiantes encontraran el volumen de la media esfera que vieron
anteriormente.

Actividad 2.
Los estudiantes encontraran el volumen del primer octante de la esfera.

Guía Didáctica Para el docente

Respuesta: 1/48
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1- Encontrar los limites de integracion de los solidos.

z²=x²+y²
z=3

Actividad 3.

2- Encontrar el volumen del solido delimitado por el plano de la grafica
anterior.

Respuesta: π/6
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https://es.wikipedia.org/wiki/Prueba_%CF%87%C2%B2
https://es.wikipedia.org/wiki/Prueba_%CF%87%C2%B2
https://es.wikipedia.org/wiki/Prueba_%CF%87%C2%B2
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Actividad 4:
De coordenadas cartesianas transformé a coordenadas esféricas y

encuentre su volumen:
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Actividad 5.

Respuesta:
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DE  INTEGRALES  TRIPLES  EN
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Consolidación: 
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El docente realizará una actividad de manera grupal en la resolución de
ejercicios con el uso de material concreto y el software Geogebra.

Material concretoPara la actividad se tomará la
esfera de color verde, misma

que tiene diferentes variaciones
para ejercicios, donde el

docente puede intercambiar
variables, formas , etc. O a su

vez interactuar con las
simulaciones del software.

El docente en el caso de ser necesario,
puede compartir el link del video dónde se
realizan ejercicios similares para el mayor
entendimiento por parte de los estudiantes.

https://www.youtu
be.com/watch?
v=Jskv9Evhyu8
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GRAFICACIÓN  DE  PARES
ORDENADOS  EN
COORDENADAS  ESFÉRICAS
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Actividad 1.

Resolución
Calcule, mediante integración, el volumen del sólido limitado por el cono

x² + y² = 4z² y la esfera x² + y² + z² = 5, siendo z ≥ 0. 

Encontrar el volumen del cono:
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El uso de una calculadora científica en
este tipo de ejercicios es fundamental.

Resolución:

Procedimiento:

RESOLUCIÓN  DE  EJERCICIOS
DE  INTEGRALES  TRIPLES  EN
COORDENADAS  ESFÉRICAS



Guía Didáctica Para el docente

Pág.15

Encuentre el volumen de las distintas variaciones que tiene la
siguiente esfera, ayudándose con el material concreto.

Esfera completa 1/16 parte de esfera

1/4 de esfera Semi esfera

Actividad 2.
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Para finalizar, adjuntamos
la rúbrica de calificación

para la tarea asignada
anteriormente.

RESOLUCIÓN  DE  EJERCICIOS
DE  INTEGRALES  TRIPLES  EN
COORDENADAS  ESFÉRICAS
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Conclusiones. 

 

 Las diferentes estrategias metodológicas promueven al constructivismo, 

actuando el docente como orientador de los saberes y al alumno como el 

protagonista de su aprendizaje. Por lo cual esta guía presenta una serie de 

actividades individuales y grupales, actividades virtuales y herramientas como 

los softwares para que el docente desarrolle sus clases.  

 El uso de softwares virtuales como herramientas educativas le dan una 

innovación a la educación, ya que facilitan la transmisión de conocimientos y 

ayudan a analizar procesos de diversos temas en donde se hacen difícil en el 

cuaderno o pizarrón.  

 Entre uno de los recursos didácticos más considerables dentro de la guía es la 

esfera de madera, que servirá como apoyo de enseñanza para el docente al 

momento de graficar sólidos y ayudara a encontrar el volumen de diferentes 

medidas de la esfera por ejemplo ¼ de la esfera. Lo más destacado es que el 

estudiante pueda palpar dicho material y así verificar las medidas de los sólidos, 

analizando a la par con Geógebra una de las aplicaciones más valiosas al 

momento de resolver ejercicios matemáticos. 

 La guía didáctica permite al docente aplicar  diferentes métodos activos, 

utilizando: softwares para visualizar solidos (Geógebra), diversos recursos 

didácticos, materiales concretos, el uso de las TICS entre otros, llevándolos a 

cabo en tres momentos (anticipación, construcción y consolidación), dando 

como resultado el dinamismo dentro de la clase de integrales triples en 

coordenadas esféricas.  
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Recomendaciones. 

Luego de terminar este trabajo de titulación, se presentan las siguientes 

recomendaciones:  

 Para continuar con el aprendizaje de integrales triples en coordenadas esféricas 

se recomienda plantear actividades con problemas relaciones con la vida 

cotidiana, con la finalidad de enlazar lo que se aprende en clases con el entorno 

de cada uno.  

 Se recomienda a los docentes a interactuar más con softwares matemáticos que 

permiten mejorar el proceso de enseñanza, en donde los estudiantes se centran 

más en aprender cuando se utiliza tecnologías de enseñanza.  

 Se recomienda, al momento de resolver integrales triples en coordenadas 

esféricas realicen la graficación del sólido (la superficie que lo determina), es 

decir graficar las superficies que se interceptan para lograr establecer los límites 

de la integración.  

 Se recomienda utilizar un sistema de coordenadas que se adapte mejor a la 

superficie de integración, para que pueda hacer un adecuado cambio de 

variables.   

 Se recomienda a los docentes usar guías didácticas que mejoren el proceso de 

enseñanza-aprendizaje, en donde al usarlas se crea un ambiente participativo y 

liberal dentro de clases.  
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Anexos 

Encuesta en línea 

Link de la encuesta: 

https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSeuGWa39azbhuly7H7UEwymdNDLr-

9uJTb9CtxNVFDd7tchxg/viewform?usp=sf_link 

https://l.facebook.com/l.php?u=https%3A%2F%2Fdocs.google.com%2Fforms%2Fd%2Fe%2F1FAIpQLSeuGWa39azbhuly7H7UEwymdNDLr-9uJTb9CtxNVFDd7tchxg%2Fviewform%3Fusp%3Dsf_link%26fbclid%3DIwAR1gmJDPgoY3L3PVuqGLIh-SDRwSI2-6flGABpJz-19gJ2DNlUxUHX_Ej-8&h=AT1qzd3ACutND9VAzNrGyVeQpip0zV4OlFjeG8d_-YhWyn82GvCx_1R4pjWshyG2NzECVeMlOqVx-PMuWiwDvSvFgX-Eh21tPGGwqrc4wEurdH24NNS63XN-tdP68WsXR7oC-fmZsNI
https://l.facebook.com/l.php?u=https%3A%2F%2Fdocs.google.com%2Fforms%2Fd%2Fe%2F1FAIpQLSeuGWa39azbhuly7H7UEwymdNDLr-9uJTb9CtxNVFDd7tchxg%2Fviewform%3Fusp%3Dsf_link%26fbclid%3DIwAR1gmJDPgoY3L3PVuqGLIh-SDRwSI2-6flGABpJz-19gJ2DNlUxUHX_Ej-8&h=AT1qzd3ACutND9VAzNrGyVeQpip0zV4OlFjeG8d_-YhWyn82GvCx_1R4pjWshyG2NzECVeMlOqVx-PMuWiwDvSvFgX-Eh21tPGGwqrc4wEurdH24NNS63XN-tdP68WsXR7oC-fmZsNI
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Links de simuladores online. 

https://www.edumedia-sciences.com/es/media/269-coordenadas-esfericas 

https://www.geogebra.org/m/qxbw2pnf 

https://www.geogebra.org/m/a5gvbqhj 

 

https://www.edumedia-sciences.com/es/media/269-coordenadas-esfericas
https://www.geogebra.org/m/qxbw2pnf
https://www.geogebra.org/m/a5gvbqhj

