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RESUMEN

Esta investigacién parte de la necesidad de identificar los conocimientos
correctos y errores de conocimiento que alcanzan los estudiantes de tercero de

bachillerato en el estudio de las conicas usando el software Geogebra.

Se realizaron las clases sobre cénicas usando Geogebra como recurso tanto
en actividades en el aula como en casa, luego de este periodo de trabajo se accedio
a la informacién con la técnica de la encuesta, y el instrumento de recoleccion de
informacion fue un cuestionario, tipo prueba; dicho estudio se realizé gracias a un

andlisis del procedimiento planteado en cada item del cuestionario.

La investigacién tuvo un enfoque cuantitativo de tipo descriptivo, con una
poblacion finita de 15 estudiantes, al ser esta pequefia se la usé como muestra, la
cual fue de tipo no probabilistica por conveniencia pues se tuvo facil acceso a los
sujetos para la investigacion; el proyecto considero la variable conocimientos

correctos y errores de conocimiento.

En los resultados se evidencié que los conocimientos correctos vienen
dados por la interpretacion del lenguaje y aplicacion de conocimientos previos,
mientras que los errores de conocimiento son el proceso de solucion de problemas

y la operacionalizacion algebraica.
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La aplicacion de las TIC permite que el estudiante efectué su proceso de
aprendizaje de forma interactiva y directa, pero no es una respuesta definitiva a la
adquisicién de conocimientos y total comprensién de las conicas en el proceso de

ensefianza-aprendizaje de las matematicas.

Palabras clave: Conocimientos correctos, errores de conocimiento, Geogebra,

conicas, aprendizaje.
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ABSTRACT

This research is based on the need to identify the correct knowledge and
knowledge errors reached by third-year students in the baccalaureate in the study

of conics using Geogebra software.

Conic classes were conducted using Geogebra as a resource both in
classroom activities and at home, after this work period the information was
accessed with the survey technique, and the information collection instrument was
a questionnaire, type proof; This study was carried out thanks to an analysis of the

procedure proposed in each item of the questionnaire.

The research had a quantitative approach of a descriptive type, with a finite
population of 15 students, since this small one was used as a sample, which was
of a non-probabilistic type for convenience because it was easy to access subjects
for research; the project considered the variable correct knowledge and knowledge

errors.

The results showed that the correct knowledge is given by the interpretation

of the language and application of prior knowledge, while knowledge errors are the

process of solving problems and algebraic operationalization.
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The application of ICT allows the student to carry out their learning process
in an interactive and direct way, but it is not a definitive answer to the acquisition of
knowledge and total understanding of the conics in the teaching-learning process

of mathematics.

Key words: Right knowledge, knowledge errors, Geogebra, conics, learning.

William Manuel Gonzalez Gallegos 5



UNIVERSIDAD DE CUENCA S
INDICE
RESUMEN L.ttt ettt ettt et ettt e st e st e s et esa b e sab e sat e e sabe e s b e e sateesaneesabeesaneesanes 6
ABSTRACT ...ttt ettt sttt ettt et s e sttt e bt s b e s bt e b et s b et sttt e b et e be e e b et e b et e beeenbeeenaeennne s 9
INDICE ..ottt bbbt 10
INDICE DE TABLAS ....outututtieiaitie sttt sttt 2
INDICE DE FIGURAS ......ovvevteietetete ettt ettt s bbb bbb s s s s b s s b bbb besebesebesesesesenene 4
AGRADECIMIENTO «..ieitteeitee sttt ettt ettt sit et sit e st e st e st e sme e e s st e e saaeesseeesaneesaneesmneesaneenenie 16
DEDICATORIA ...ttt ettt ettt ettt ettt et st e b e e et s be e e b e e e saeeabeeenbeeeaneeeaneeennenenne 17
INTRODUCCION ......ocvivitereietetetetetetete ettt ettt ae bbb bbb bbbttt bbb bbbttt bbb bt ebebebesesesebesesesees 18
CAPITULO 1 oottt e 22
MARCO TEORICO......covuieieiteieiieeecte ettt a st s st s s sa bbb esas s s s s seses s nenaeses 22
1.1, ANTECEARNTES oottt et sttt s b e e be e nne e e ne e e nnee e 22
1.2, El CONOCIMIENTO ..eiiiiieiiieitie ettt ettt s be e e sre e snee e sneeesnee e 27
1.2.1. Conocimiento Y aPreNdizaje .....ceec e ccirieee et 30
1.2.1.1. Aprendizaje de 1as Matematicas ....ccccoveccuiieeeeiiriiieee e 33
1.2.1.2. Principios del aprendizaje de las Matematicas .........uueeveeeeeeeeeeeeeeeeeneeiieiieennn, 36
1.2.2. Conocimiento MAteMALICO ...coveirriiriie et 38
1.2.3. Errores de CONOCIMIENTOS ......eiiviiiiieeiieeiie ettt 40
1.2.4. Categorizacion de errores de cONOCIMIENTO .....cooeeeeeeceiiiiiiiirirrreereeeeee e e e e 42
1.2.4.1. El lenguaje y conocimiento matematico......cccccevvvciviiieiiiiciiiieee e 48
1.2.4.2 Planteamiento y resolucion de problemas .........cccvveeeiiicciiieeee e 50
0 T N (OB 1o 1T o Ve [ [PPSR 51
CAPITULO 11 1ottt 57
METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION ......ooviuiiieeeeeiieeeeeeeecet ettt ss ettt es st sess s ssseeneneans 57
P B 1Y/ =3 o o Lo T TP PPRRUTURP 57
2.1.1. Enfoque, tipo y disefio de investigacion. .........ccccccciiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeee e 57
W R o T T T o 1= 10} =TSP P PP PP PP P PPTU N 57
2.1.3 ProCeAIMIBNTO ..ceieiiiie ettt ettt ettt e e st e ettt e e s bt e e s b e e e bb e e s bt e e e enr e e e e nreas 58
2.1.3.1 FUNdamentacion tEOFICA.......ccoiviieiriiee ettt ettt st e e sree e e s e s sbeee e 58
2.1.3.2. Fase implementacidn de [a propuesta........ccccccccciiiiriiiiiiiiiiceceeee e 59
2.1.3.3. FaS@ @VAlUACION ...eeeiiiiiieiiiiee ettt st e st e s s e s areee s 59
2.1.3.4. Fase presentacion de resultados .........eevveiieciiiiiii i 62
(074N o 1 U 1 KO I | PP PPPUP U UPPPPR 63

William Manuel Gonzalez Gallegos 6



UNIVERSIDAD DE CUENCA S
IMPLEMENTACION Y RESULTADOS ......vcvevveverevetetetetetetese et tese st ettt bttt sese st sesesesesesesens 63
3.1. CONTENIDO DE LAS ACTIVIDADES. .......oei ittt sttt s 63
ACHIVIAA Lot ettt et ettt et e st s e s e st enar e e e e 64
Tema: El CONO & APOIONIO.....coi ettt et e e e a e e reeeeeaeeaaaeeeeas 64
ACHIVIAAA 2.ttt et s e e st 70
Tema: La circunferencia (definicidn, lugar eomMEtrico) .......ccccvvieeiiiiiiiiieee e 70
ACHIVIAAA 3.ttt et s e st enar e enae e 75
Tema: Ecuacion ordinaria de [a Circunferencia........cceeceeriieieieiiceeeee e 75
ACTIVIAAA 4.ttt sttt e st e e s b bt e e s bbe e e s aab e e e s aabe e e e aabeeeseabbeesaaraeeean 90
Tema: Ecuacidn general de la circunferencia y aplicaciones ..........ccccvvvvivveeeeiiiciiiieee e 90
ACHIVIAAA 5.ttt sttt st s b e s r e e s n e eneeeneeeas 110
Tema: La pardbola (definicion, lugar BEOMELIiCO)......ccvviiiiiieiiciiee et 110
ACTIVIAA Bttt ettt e e sttt e st e e s bt e e e e st b e e e e bt e e e nabeee e s baeesenreens 115
Tema: La pardbola (Ecuacion ordinaria y Can0NiCa) ....c..eeevveeeeiciieeeeiiee e sree e e 115
ACTIVIA 7.ttt ettt e e st e e s sttt e s ab e e e e s abb e e s s abbeeeaabeeeesbbeeeenreens 133
Tema: Ecuacidn general de la pardbola y aplicaciones........ccocccvvieieiiiiiiiieee s 133
ACHIVIAAA ...ttt sttt st st sne e e neeeas 140
Tema: La elipse (definicion, lUgar EEOMELIICO).....c.uiiivcuieiiiiiie e 140
ACTIVIAAA 9.t ettt e st e e s b e e e s b e e e s bb e e e e aba e e e e baeeeeneeens 144
Tema: La elipse (Ecuacidn ordinaria Yy Can0nica) ......ccccveeeiiieeeciiee et 144
Vot 1Y/ T =T It 10 PP UPUPPN 157
Tema: Ecuacidn general de la elipse y aplicaCiones..........eeeviveciiiiiiiieiciiieee e 157
Aot Y] T =T It I PP TPPPPPN 164
Tema: La hipérbola (definicion, lugar E0OMELIiCO)......cccuveiiiiieciiiiiie e 164
Aot 1Y T =T It 1 PRSPPI 167
Tema: La hipérbola (Ecuacion ordinaria y CanONiCa) .......ueeeeeeeciiriieeeeeciireeee e e e e e eeareee e 167
Yot 1Y/ T =T It G T PRSPPI 177
Tema: Ecuacion general de [@ hipérbola........ e 177
3.2  RESULTADOS ..ttt ettt e s e e e e e e e ettt e s e e s e e e aeeeeeeenen s e e e eaeeeeneeennnnnnnn 184
3.2.1. Fases para el andlisis estadistiCo: ........cooveeiiiiiiiie e 184
3.2.2. RESUIAAOS ...ttt ettt e e s s e s nre e e s nnes 185
3.2.3. Identificacidn de conocimientos correctos e iNCorrectos: .......cocevervieeerivereniierennnne 186
CAPITULO TV ettt ettt ettt ettt ettt et e e eeeaaaaaeaeeaasaaaa e aannsssbesbeeeeeeeeeeeeeens 190
B. DISCUSION ..ottt bbb 190

William Manuel Gonzélez Gallegos 7



UNIVERSIDAD DE CUENCA

4.1, CONCIUSIONES: ..eneiieiiieiee ettt sttt et s e st e st e sabe e s b e e sreesabeesbeesabeesneesneeeas 190
4.2. RECOMENUACIONES: «..eeiuiiiiiiieiiiieeitee ettt ettt sttt e st st e s b e sb e sbeesabeesreesbeesaneeens 192
4.3. Limitaciones de 1a inVestiaCion: .......cccoiiciiiiii i 193
BIBLIOGRAFIA. ...ttt ettt s bbbt b st et s s ea b s anaesesas 196
ANEXOS ...ttt ettt ettt s h e s bbb e s b e h e bt bt et e e bt ea bt e at e et e eabeeheesheeabeenheenbeebeenne 200

William Manuel Gonzalez Gallegos 8



UNIVERSIDAD DE CUENCA ;‘m@%

INDICE DE TABLAS

Tabla 1. Andlisis de conocimientos Pregunta L ........ccccccveeeiiiiiiiieieeeee e e 60
Tabla 2. Analisis de conoCiMIeNtOS PreguNTA 2 ........c.eeveeiiiieeeiiiiie e 61
Tabla 3. Anadlisis de conocimientos PreguNta 3 ...........cevveeeiiieiiieiereee e e e 61
Tabla 4. Analisis de conoCIMIENtOS PreguUNTA 4 ........vevvieiiiiiee e 62
Tabla 5. Conicas, condiciones de corte Y grafiCo ........ccccovvueiiiieiiiiee i 69
Tabla 6. Gréfica de circunferencia segin valor D2 + E2 — 4F ..o 96
Tabla 7. Estadisticos descriptivos de los indicadores de conocimientos......................... 185
Tabla 8. Estadisticos descriptivos de conocimientos por pregunta (Suma de indicadores
[0 T o1 (=To VT ) = ) SRR 186
Tabla 9. Conocimientos — Pregunta 1: Determinacién de las ordenadas de los puntos de
interseccién de una elipse que pasa por el origen y foco con abscisa negativa ............. 186
Tabla 10.Conocimientos — Pregunta 2: Encontrar y graficar elementos de conicas a partir

de una ecuacion en su forma geNeral............ccioiiiiiiiii i 187

Tabla 11. Conocimientos - Pregunta 3: Determinar la ecuacion de una circunferencia con
conocimiento de un punto (origen de coordenadas), el radio y la abscisa del centro.....188
Tabla 12.Conocimientos - Pregunta 4: Analizar las caracteristicas de una parabola y

=T [oTo] gl (= Ul (o] aTo T (N o 1= TSP 188
Tabla 13. Escala de CalifiCACIONES ..........ccuuiiiiiiiiiie et 194

William Manuel Gonzalez Gallegos 9



T
il

UNIVERSIDAD DE CUENCA

INDICE DE FIGURAS

Figura 1. Conicas generadas por el corte de un plano y Un CONO.......ccceeeviiiciiiiiiieeeeeeeien, 66
Figura 2. Determinacion de la cénica, circunferencia..........cccccoeevviieeiiee e 67
Figura 3. Determinacion de la cénica, pardbola..............cccccccooiiiiiii e, 68
Figura 4. Determinacion de la cOniCa, €lIPSE........coiuiiiiiiiiiiie e 68
Figura 5. Determinacion de la conica, hiperbola ...........cccooveiiiiii i 69
Figura 6. Elementos de 1a CIrCUNTEIENCIA.........cooiuieiiiiiiieie et 72
Figura 7. Determinacion de la conica, hiperbola ...........cccooiiiiiiiiiiii e 72
Figura 8. Configuracion de herramienta deslizador...........c.cccccooeiiiiiiieiiiiciieece e, 73
Figura 9. Longitud del segmento enlazado con deslizador radio..............cccccvvveeeeeeennnnns 73
Figura 10. Grafico del segmento segun el valor del deslizador radio ...........cccccceeveeeeennns 74
Figura 11. Configuracion de animacion para el punto A ..........ooocciiiieeeee e 74
Figura 12. Grafico de la CIrCUNTEIENCIA .........viviiiiiiie e 74
Figura 13. Grafico de la circunferencia segun el valor del deslizador radio ...................... 75
Figura 14. Circunferencia con centro h,K y radio I.........cccooiiiiiieiiiiiiecieee e 77
Figura 15. Configuracion de deslizadores h, Ky 1 ... 79
Figura 16. Ingreso de ecuacion en entrada de Geogebra............ccoceeeiieeiiieeiniee e, 79
Figura 17. Grafica de circunferencia segun deslizadores h Ky r....ccccccoeiiiiiiiiiinnins 79
Figura 18. Diferentes graficas de circunferencia segin movimientos de deslizadores h,k y
S O P PP PP PP PPPPPPPPPPPPPP 80
Figura 19. Circunferencia con su respectiva ecuacion en forma ordinaria ........................ 81
Figura 20. Circunferencia con Centro €n €l OGN ..........uviiiiiiiieeiiiiiee e 82
Figura 21. Ingreso de valores del radio ..........cooiuiiiiiiiiiiie e 84
Figura 22. Grafico de la circunferencia con centro (-6,7) y radio 3 con su ecuacion......... 84
Figura 23. Gréfico de la circunferencia con centro (0,0) y radio 5 con su ecuacion.......... 85
Figura 24. Segmento rectilineo entre los puntos Ay C con su longitud ............cccceeeenne 86
Figura 25. Circunferencia con centro (-3,-5) y que pasa por el punto(-2,4)..........cceeeeeennnn. 87
Figura 26. Grafico de una circunferencia con centro (5,-4) y radio (7) ........ccccoveveeeeeeiinnns 88
Figura 27. Grafico de una circunferencia con centro (5,-4) y radio (7) con su ecuacion

(o] o 10 F= T4 = USROS 89
Figura 28. Ingreso de deslizadoreS D, E Y F ..o 92
Figura 29. Grafica de circunferencia segun movimiento de deslizadores D, Ey F ........... 93
Figura 30. Ingreso de calculo del parametro “N”..........cooeiiiiiiiiiiiii e 93
Figura 31. Ingreso de calculo del parametro “I’..........ccvvvieiiiiie e 93
Figura 32. Muestra de los célculos de parametros h, k y r en Geogebra ...........ccccceneee. 94
Figura 33. Ingreso de CAICUIO de D2 4+ E2 — 4F ....ooeeiiieiee et 95
Figura 34. Muestra de los célculos de D2 + E2 — 4F en GeogebraD2 + E2 — 4F ............. 95
Figura 35. Gréfica de circunferencia x2 + y2 —4x — 8y + 10 = 0 .ceovvrieiniiiniiiee e, 97
Figura 36. Ingreso de ecuacion x2 + y2 — 4x — 8y + 10 = 0 en vista célculo

SIMDONCOX2 + Y2 —4X — 8Y 4 10 = 0 coeeeeeeiiiiiee e 97
Figura 37. Sustitucion de las coordenadas de puntos A en la ecuacion x2 + y2 — 4x —

8y + 10 = 0 usando el CAlculo SIMDOLICO .........ccoiiiiiiiiiiiie e 98
Figura 38. Sustitucion de las coordenadas de puntos D en la ecuacion x2 + y2 — 4x —

8y + 10 = 0 usando el célculo simbdlicox2 + y2 —4x — 8y + 10 = 0 ..ceeevvrervireeiieeeeen. 98
Figura 39. Gréfica de la circunferencia x2 + y2 — 8x — 6y + 20 = 0 y punto A=(3,5)x2 +
P2 = 8X = OF F 20 = 0 e 101

|
William Manuel Gonzalez Gallegos 10



T
il

UNIVERSIDAD DE CUENCA

Figura 40. Recta tangente de la circunferencia x2 + y2 — 8x — 6y + 20 = 0 con el punto

A=(3,5)X2 4 Y2 —8X — 6Y 4 20 = 0 oerieiiiiiiee e 101
Figura 41. Circunferencias que describen la emision maxima de las antenas Ay B ...... 104
Figura 42. Configuracion del deslizador r para realizar la animacion .............cccccceeeeenne 105
Figura 43. Circunferencias auxiliares para simular la emision de ondas..........cccc...cou.e. 105
Figura 44. Configuracion de la Circunferencia en B auxiliares para simular la emision de
(o] 3T F= T PP 106
Figura 45. Configuracion de la Circunferencia en A auxiliares para simular la emision de

Lo 0 = S 2P 106
Figura 46. Animacion de las circunferencia auxiliar para simular la emisiéon de ondas ..107
Figura 47. Ubicacion del punto C en la animacioén de la transmision de las antenas .....107
Figura 48. Ecuacioén circunferencia usando deslizadores, objeto Luna............c.c............ 109
Figura 49. Ecuacién circunferencia usando deslizadores, objeto disco compacto.......... 110
Figura 50. Parabola y sus elementos foco, vértice y direCtriz.........cccccceeevviiiiiieneeceenninns 111
Figura 51. Recta directriz y=-3para graficar pardbola .............ccccooveviieiiiiiiiiiiie e, 112
Figura 52. Determinacion de punto medio en Segmento AC ..........ccceevvveeiiieeiiiee i 113
Figura 53. Gréfica de triangulos is6sceles con base segmento AC ..........cccccoevveeeiieennn 113
Figura 54. Grafica de parabola al activar el rastro del punto P .........ccooooviiiiiiiineeiinnnins 114
Figura 55. Grafica de parabola usando la herramienta parabola sobre rastro de P........ 115
Figura 56. Elementos de una parabola..............ccccoieiiiiiiiii e 117
Figura 57. Grafica de pardbola con las coordenadas referenciales de los puntos V, P, F y
P 118
Figura 58. Configuracion de deslizadores h, K'Y P......oooiiiiiiiiiie e 120
Figura 59. Gréfica de parabola segun deslizadores h, Ky p....ccceeoieiiiiiiiiiiieciee 121
Figura 60. Parabola con su respectiva ecuacion en forma ordinaria............cccccceeevveenne 122
Figura 61. Pardbola con ecuacion forma y — k2 = 4p(X — R) ceeeveeeeeeiicieee e 124
Figura 62. Pardbola con ecuacion forma y2 = 4px ....cccccooiueeeiiiiiiee e 125
Figura 63. Vértice y recta directriz de la parbola............ccccoiiiiiiiii e 126
Figura 64. Gréfica de la parabola con vértice (2,3) y directriz y=1 con su ecuacion ....... 127
Figura 65. Foco, Veértice y directriz de la parabola ...........ccccccooiiiiiiiii e 129
Figura 66. Gréfica de la parabola con vértice (0,-3) y foco (-3,-3) con su ecuacion........ 129
Figura 67. Calculo de la distancia focal ..........ccccccooiiiiiiiiiie e 131
Figura 68. Calculo de la distancia focal como una variable x, donde se tendria que

T 7SRO RPPPPI 131
Figura 69. Grafica de la parabola con vértice (-3,5), pasa por el punto (5,9) y eje simetria
PATAIEIO Al £ X...veiieiiiiiii et 132
Figura 70. Gréfica de parabola segin movimiento de deslizadores D, Ey F.................. 135
Figura 71. Gréfica de parabola x2 + 8x + 8y + 40 = 0,x2+ 8x + 8y + 40 =0............... 136
Figura 72. Elementos foco F, vértice V y recta directriz de la parabola x2 + 8x + 8y +

40 = 0,2 4+ 8X - 8Y 40 = 0 eeerrrriiii e e e e raaaa 137
Figura 73. Presentacion de la ecuacion de la pardbola de la forma ordinaria. ................ 138
Figura 74. Seccion de la linterna ubicada en el plano cartesiano..........ccccoeecvvveeiiiieeeens 139
Figura 75. Elipse y sus elementos focos F, VEIICE V Y €S .....cccvviievieeeeiiiiiiiieeeeeeee e 141
Figura 76. Deslizadores y puntos A, B coliNEales ........ccoooeveiiiiiiiiiiiecece e, 142
Figura 77. Circunferencia con centro €N A Y B. ... 143
Figura 78. Configuracion del teXto diSt. ..........cciveeiiiiiiiiiiiiiee e 143
Figura 79. Grafica de la elipse usando su definiCiOn............cccoocviiieiie e 144

.|
William Manuel Gonzélez Gallegos 11



UNIVERSIDAD DE CUENCA mﬁéi
Figura 80. Elementos de 18 €liPSE....c..ccooiiuiiiiieiie e 146
Figura 81. Grafica de elipse segun deslizadores h, kK, ay b.....ccccooeeviiiiiiiciis 148
Figura 82. Elipse con su respectiva ecuacion en forma ordinaria, vértices y focos ........ 149
Figura 83. Elipse con ecuacion forma x2a2 + y2b2 = 1 .....ccccoveiiieeiiiee e 150
Figura 84. Centro y focoS de [a €liPSE ....ceeeeeiieiiie e 152
Figura 85. Elipse con su ecuacion reSPECHIVA. .........cccuvviiiieeiei et 153
Figura 86. Vértices y focos de elipse con centro(2,1). .....ceeeeeiiiiciiiiieeiee e ceeciiieeee e e e 154
Figura 87. Vértices y focos de elipse con centro(2,1). ......ceeeeiviiciiieieeiee e iicciiieeee e e e 155
Figura 88. Elipse con distancia focal c=6 y eje focal paralelo aejey........cccovvvveeeeennnnns 156
Figura 89. Elipse con variacion de deslizadores ...........cccoiuvieiiiiiieeiiiiiice e 159
Figura 90. Elipse con ecuacion general 4x2 + 9y2 —24x + 18y + 9 =0..ccceevvevrineenen 160
Figura 91. Elipse con ecuacion general 4x2 4+ 9y2 — 24x + 18y + 9 = 0 con sus Vvértices,
{0 ToT0 1Y A o1 o1 i (o PSSR 161
Figura 92. Perro sujeto a cuerda por una argolla, describiendo una elipse..................... 163
Figura 93. Ecuacion de problema perro sujeto a cuerda por una argolla..............ccceeeenee 163
Figura 94. HIPErDOIa .........cooiiiieiii e 165
Figura 95. Circunferencia cortadas para graficar hipérbola ............ccccooiiiiiiiniienne 166
Figura 96. Gréfica de hipérbola segun su definicion ...........c.ccooeeiiiiiiii e 167
Figura 97. Elementos de la hiperbola ..........ccccoiiiiiiiiiiii e 170
Figura 98. Grafica de hipérbola usando los deslizadores h,k,ayb ........ccccovneeiiinnis 172
Figura 99. Hipérbola con su respectiva ecuacion en forma ordinaria, vértices y focos...172
Figura 100. Elipse con ecuacion forma x2a2 — y2b2 =1 ....cccccviieieiiiieieeeieiee e 173
Figura 101.Hipérbola con su ecuacion reSPeCtiVA...........covueriiieeiiiee e 174
Figura 102. Focos, vértices y puntos de eje conjugado de hipérbola..............cccccecueeenee 176
Figura 103. Hipérbola con Focos(-5/2,0) y (5/2,0) y extremo de eje conjugado (0,-3/2).176
Figura 104.Hipérbola segun variacion de parametros A, B, D, Ey f.....ccccoiiiinnnnnnnns 179
Figura 105. Hipérbola con ecuacion general 2x2 —y2 —12x + 2y +5 =0 cccccccvvvrerrnns 180
Figura 106. Hipérbola con ecuacion general 2x2 — y2 — 12x + 2y + 5 = 0 con sus

=11 41T (1= PR S 181
Figura 107. Hipérbola con ecuacion ordiNaria ............ccceeeiieiiniie e 182
Figura 108. El grafico de pastel muestra la frecuencia de estudiantes dentro de la escala
cualitativa de calificacién segun el ministerio de educacion .............cccccccvveeeeeeeeeiiccinnnnen. 194

|
William Manuel Gonzélez Gallegos 12



UNIVERSIDAD DE CUENCA

|
William Manuel Gonzalez Gallegos 13



UNIVERSIDAD DE CUENCA

Clausula de licencia y autorizacidn para publicacion en el Repositorio
Institucional

William Manuel Gonzalez Gallegos en calidad de autor y titular de los derechos morales y
patrimoniales de la tesis “CONOCIMIENTOS CORRECTOS Y ERRORES DE CONOCIMIENTO EN EL
ESTUDIO DE LAS CONICAS CON USO DE GEOGEBRA POR ESTUDIANTES DEL TERCERO DE
BACHILLERATO”, de conformidad con el Art. 114 del CODIGO ORGANICO DE LA ECONOMIA SOCIAL
DE LOS CONOCIMIENTOS, CREATIVIDAD E INNOVACION reconozco a favor de la Universidad de
Cuenca una licencia gratuita, intransferible y no exclusiva para el uso no comercial de la obra, con
fines estrictamente académicos.

Asimismo, autorizo a la Universidad de Cuenca para que realice la publicacién de este trabajo de
titulacion en el repositorio institucional, de conformidad a lo dispuesto en el Art. 144 de la Ley
Orgénica de Educacién Superior.

Cuenca, 17 de julio de 2018

(b S
=l

William Manuel Gonzélez Gallegos

C.I: 0103093795

|
William Manuel Gonzalez Gallegos 14



UNIVERSIDAD DE CUENCA

Cldusula de Propiedad Intelectual

William Manuel Gonzdlez Gallegos, autor de la tesis CONOCIMIENTOS CORRECTOS Y
ERRORES DE CONOCIMIENTO EN EL ESTUDIO DE LAS CONICAS CON USO DE GEOGEBRA POR
ESTUDIANTES DEL TERCERO DE BACHILLERATO”, certifico que todas las ideas, opiniones y
contenidos expuestos en la presente investigacién son de exclusiva responsabilidad de su autor.

Cuenca, 17 de julio de 2018

William Manuel Gonzélez Gallegos

C.1: 0103093795

William Manuel Gonzalez Gallegos 15



UNIVERSIDAD DE CUENCA —

AGRADECIMIENTO

En primer lugar, agradezco a Dios por guiar mi camino, por las

oportunidades y bendiciones que me brinda.

Un agradecimiento especial a la Mgt. Monica Lliguaipuma por su calidad
humana y profesional, pues siempre estuvo dispuesta a brindarme su ayuda y
conocimientos para culminar con éxitos esta investigacion; gracias por su tiempo y
motivacion para seguir adelante. A la Dra. Catalina Mora, por su colaboracion en

la realizacion de este proyecto.

A los docentes de la Maestria por brindar lo mejor de cada uno y convertir

sus clases en una experiencia profesional enriquecedora.

A la Universidad de Cuenca y Facultad de Filosofia, Letras y Ciencias de la
Educacién por generar espacios como la maestria y permitirme ser parte de la

misma.

A la UE Los Andes en la persona de la Lic. Tatiana Cordero, por su

colaboracion para la realizacidén de esta investigacion.

|
William Manuel Gonzalez Gallegos 16



UNIVERSIDAD DE CUENCA —

DEDICATORIA

Para mi esposa Picita, a mis hijos Pedrito y Mill, gracias por llegar a mi vida y
llenarla de felicidad; por ser el motor, luz y aliento para luchar y seguir adelante.
Por todo lo que dia a dia me dan y por los inefables momentos compartidos. Les

amo infinitamente.

Para mi Mamiqui, quien me ensefio que las metas se consiguen a base de esfuerzo
y sacrificio; sus ensefianzas de vida siempre han sido fundamentales en mi existir,

gracias por estar ahi cuando la he necesitado.

Para mis angeles Papi y Tio, quienes siempre me acompafan y guian, los extrafio

mucho.

Mis hermanos Jane y Geova que siempre estuvieron conmigo y me acompaifan en
mi lucha diaria, con quienes comparti alegrias y tristezas gracias por impulsarme a

no desfallecer en mis metas.

A mi tia Ana, primos Ita y Brett pues no dudaron nunca en ayudarme cuando acudi
a ellos, gracias también por todo su afecto y apoyo. Por ser un ejemplo de lucha,

constancia y superacion.

A mi cufiado y amigo Andrés; a mis sobrinitos Joaquin y Thiago por el carifio y
afecto que siempre me dan.

.|
William Manuel Gonzélez Gallegos 17



UNIVERSIDAD DE CUENCA ez

INTRODUCCION

El sistema educativo ecuatoriano vive un profundo proceso de cambio,
consustancial a la naturaleza de todos los factores que competen a la educacion,
gue debe adaptarse permanentemente al entorno social y a la metodologia a
utilizarse. En noviembre del 2006; se aprueba en consulta popular el Plan de
Decenal de Educacién 2006-2015 el mismo que acuerda el mejoramiento de la
calidad educativa, la equidad de la educacion, la implementacién de un sistema
nacional de evaluacion y rendicion social de cuentas del sistema educativo; este
plan contempla diferentes estrategias, entre ellas: el fortalecimiento de los
curriculos de la Educacién General Basica y Bachillerato; pero una parte
fundamental de esta reforma curricular tiene que ver con el uso de tecnologias
informaticas en el aprendizaje, pues la naturaleza del proceso de aprendizaje esta
en continua modificacion y el uso de las TIC como herramienta lleva a un cambio
rotundo en la educacién. Ahora se cuenta con innumerables recursos tecnoldgicos
como: softwares, dispositivos, recursos online y la misma red internet, entre otros,
la mayoria de los cuales son de facil acceso inclusive gratuitos en ciertas

ocasiones.

En el afio 2005, el Informe Mundial sobre la Educacién de la UNESCO, “El
Imperativo de la Calidad”, enfatizé en la importancia de los métodos de ensefianza
- aprendizaje y en la utilizacion de materiales educativos, infraestructura y acceso
a las TIC, como un importante desafio en el campo educativo. Cada vez es méas
comun ver como los docentes introducen la tecnologia dentro de sus

planificaciones y por consecuencia en sus clases; ya sea por iniciativa propia, por
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las capacitaciones o por no quedarse al margen de este nuevo escenario socio

cultural.

Las investigaciones realizadas en el campo de las TIC por lo general
muestran las bondades de su aplicacion en el area de la motivacién y participacion
del estudiante, sin embargo, no siempre se ha determinado su impacto en el
aprendizaje cognitivo (conocimientos correctos y errores) en particular en el estudio

de las conicas.

Es motivo de esta investigacion entonces, identificar los aprendizajes
cognitivos que alcanzan los estudiantes en el estudio de conicas usando el software
Geogebra mediante, la identificacion tanto de los conocimientos correctos
alcanzados por los estudiantes, como de los errores de conocimiento en los que
incurren, es decir contar con las destrezas y contenidos que se requieren y

aguellas que no se logran pese a la introduccién del recurso tecnolégico en clases.

La incorporacion de las TIC al proceso de trabajo en el aula no
necesariamente son un factor predominante y de mejora de los procesos de
ensefianza aprendizaje, ni tampoco son una solucién definitiva para la adquisicién
de conocimientos matematicos, sin embargo, le permiten al estudiante realizar esa
mediacién con los saberes, ya que permiten manipular de manera directa los
objetos matematicos y trabajar interactivamente con ellos; de aqui se determina
gue el uso de un software en particular no ayuda a cubrir todas las necesidades
cognitivas, por lo tanto cabe preguntarse: ¢Como el uso del software Geogebra
influye en el aprendizaje de las conicas? ¢, Cuales son los conocimientos correctos
alcanzados por los estudiantes y cuales son de los errores de conocimiento en los

gue incurren pese a usar un software como Geogebra?

|
William Manuel Gonzalez Gallegos 19



-

UNIVERSIDAD DE CUENCA e

é

De esta manera se plante6 como objetivo general, describir los
conocimientos correctos e incorrectos por parte de los estudiantes del tercer afo
de bachillerato que emplearon Geogebra como recurso didactico y como objetivos

especificos:

-ldentificar los conocimientos correctos por parte de los estudiantes del
tercer afio de bachillerato, que emplearon software Geogebra como recurso

didactico.

-Identificar los errores en el aprendizaje de conicas por parte de estudiantes
del tercer afio de bachillerato, que emplean software Geogebra como recurso

didactico.

-Describir los errores de conocimiento de mayor incidencia en el aprendizaje

de las conicas con el uso de software Geogebra.

-Analizar los conocimientos correctos alcanzados en el aprendizaje de las

conicas con el uso de software Geogebra.

-Analizar los errores de conocimiento de mayor incidencia en el aprendizaje

de las cénicas con el uso de software Geogebra.

Para la investigacion se trabajé con una poblacion finita de 15 estudiantes
del tercero de bachillerato “A” de la Unidad Educativa “Los Andes”, donde el
investigador labora como docente de la asignatura de Matematicas, como la
poblacion es pequefia se utilizé como muestra, la cual fue no probabilistica por
conveniencia pues se tiene facil acceso a los sujetos para la investigacion y se

incluyé a todos los individuos. Se trabajo con un enfoque cuantitativo de tipo
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descriptivo, cuya variable de medicion fueron los conocimientos correctos y errores

de conocimiento.

Como exigencia ministerial se ha planteado la incorporacion de las TIC, sin
embargo, solo se ha incurrido en determinar las bondades de las mismas y no se
ha analizado los conocimientos correctos o incorrectos que generan e identificar la
validez en términos cognitivos del uso de un software como del Geogebra, es decir
si la aplicacion en realidad ayuda a generar conocimientos correctos o se aplica
por aplicar. Es necesario incluir el software con una planificacién determinada, que
permita aparte de la motivacibn mejorar el aprendizaje y comprension de la

asignatura.

Con los resultados obtenidos se concluyd que las TIC no solventan
completamente los errores de conocimiento, por lo tanto, no son una garantia para
la consecucién de conocimiento, sin embargo, estos resultados permitiran
reorganizar las planificaciones realizadas por el docente y los trabajos planteados
con el software; de la misma manera se podran proponer otras estrategias
metodoldgicas y didacticas para compensar los errores conceptuales que no han

sido solventados con el uso de Geogebra.

|
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CAPITULO 1

MARCO TEORICO

1.1. Antecedentes

El sistema educativo ecuatoriano vive un profundo proceso de cambio,
ineludible a la naturaleza de todos los factores que competen a la educacion, que
debe adaptarse permanentemente al entorno social y a la metodologia a utilizarse.
En noviembre del 2006; se aprueba en consulta popular el Plan Decenal de
Educacién 2006-2015 el mismo que propone el mejoramiento de la calidad
educativa, la equidad de la educacidn, la implementacion de un sistema nacional
de evaluacion y rendicion social de cuentas del sistema educativo. El plan
contempla diferentes estrategias, entre ellas el fortalecimiento de los curriculos de
la Educacion General Basica y Bachillerato. A partir de los resultados obtenidos de
este plan decenal, de la informacion proporcionada por docentes del pais en
relacion con la aplicacién de la propuesta curricular y basados en la investigacion
denominada “El uso y percepciones del curriculo de Educacién General Basica”
realizada entre octubre y noviembre de 2013 por parte del Ministerio de Educacion,
se ejecutd un ajuste curricular el cual se encuentra en vigencia desde septiembre

de 2016.

Una parte fundamental de esta actualizacion curricular tiene que ver con el
uso de tecnologias informéaticas, pues la naturaleza del proceso de aprendizaje esta
en continua modificacion y el uso de la Tecnologia Informatica como herramienta
lleva a un cambio rotundo en la educacién. El curriculo 2016 especifica que las

tecnologias de la informacion y de la comunicacion formaran parte del uso habitual
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como instrumento facilitador para el desarrollo del curriculo, incluso muchos de los
aprendizajes deseables e imprescindibles implican el uso de TIC para su
consecucion; para esta actualizacién curricular el uso de tecnologia se ve
involucrado en todos los niveles educativos, ya que ahora se cuenta con
innumerables recursos tecnoldgicos como: softwares, dispositivos, recursos online
y la misma red internet, entre otros, la mayoria de los cuales son de facil acceso

inclusive gratuitos en ciertas ocasiones.

En el afio 2005, el Informe Mundial sobre la Educacion de la UNESCO, “El
Imperativo de la Calidad”, enfatizé en la importancia de los métodos de ensefianza
- aprendizaje y en la utilizacién de materiales educativos, infraestructura y acceso
a las TIC, como un importante desafio en el campo educativo. Cada vez es mas
comun ver como los docentes introducen la tecnologia dentro de sus
planificaciones y por lo tanto en sus clases; ya sea por iniciativa propia, por las

capacitaciones o por no quedarse al margen de este nuevo escenario socio cultural.

Con el fin de mejorar los procesos de enseflanza aprendizaje, se ha
incrementado y mejorado la introduccién de nuevas técnicas, metodologias y
tecnologias, sin embargo, respecto al Gltimo punto se desconocen investigaciones
gue determinen con certeza qué tan util ha sido la introduccién de estos recursos
TIC y sobre todo que conocimientos correctos se han alcanzado con la

implementacion de dichas herramientas.

En las diferentes areas del conocimiento, de acuerdo a Monsalve (2011), la

implementacion de las TIC genera muchas ventajas tales como el fortalecimiento
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del trabajo en equipo, la participacion activa, la capacidad de establecer relaciones,
la realizacion de comparaciones y ademas de la motivacion como tal. Lo que se
pretende en particular con la incorporacion de TIC es modificar los procesos de
enseflanza aprendizaje, de ahi que es fundamental identificar bajo qué
circunstancias y condiciones estos recursos podrian generar un impacto positivo
en dichos procesos; y ademas cuales son los resultados obtenidos de la

incorporacion.

Para Coll (2011) una de las bondades del uso de las TIC es que el estudiante
ya no se convierte en un sujeto pasivo dentro del proceso de ensefanza
aprendizaje, sino mas bien a través de la interaccion entre el recurso y el
conocimiento es donde se desarrollan los saberes, es decir, se tomaalas TIC como
instrumento mediador de las relaciones que se generan en la construccién del

conocimiento.

Hay que buscar las claves para comprender y valorar el impacto de las TIC
en el proceso de ensefianza y aprendizaje, aprovechar las potencialidades de los
recursos disponibles con prudencia y con conocimiento de cémo realizar la
aplicacion, ya que, si no se enfoca adecuadamente su uso, los resultados obtenidos
dentro de lo que se refiere al conocimiento van a ser los mismos que se
conseguirian con la ausencia de TIC, o incluso podria ocasionar mayores

inconvenientes en el aprendizaje.

En la investigacion denominada “Psicologia de la educacion virtual: aprender

y ensefiar con las tecnologias de la informacién y comunicacion” realizada por el
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por César Coll y Carles Monereo(2008) en la Universidad de Barcelona, se plantea
las bondades de las TIC en el area de la motivacion y participacion del estudiante;
la interactividad entre el contenido, el estudiante y docente; sin embargo no siempre
se ha determinado su impacto en el aprendizaje cognitivo, conocimientos correctos
y errores de conocimiento en el campo del aprendizaje de la matematica en

particular en el estudio de las cénicas.

Tamayo (2013), en su trabajo sobre “Evaluacion del software Geogebra
sobre el aprendizaje significativo de los tipos de funciones en estudiantes de
secundaria”, determiné las implicaciones didacticas relacionadas con el uso de las
TIC (software Geogebra) en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas
estableciendo que “el recurso presenta posibilidades para generar un conflicto
cognitivo en el estudiante” (p.9); quien a su vez busca un acomodamiento de dicho
conflicto y es ahi donde se genera la construccidon del conocimiento. De igual
manera en el trabajo realizado por William Sarmiento (2014) en su investigacion
“Implementacién y Aplicacién de practicas experimentales de laboratorio en el
aprendizaje de la geometria analitica en los alumnos del tercer afio de bachillerato
del Colegio Particular Universitario La Asuncion”, indica que la incorporacion de
tecnologias mejoran el proceso de ensefianza aprendizaje de las matematicas, sin
embargo en la practica no se sabe bien que conocimientos se abordan de mejor

manera y que errores se siguen manteniendo a pesar del uso de las TIC.

‘Es notable ver como los estudiantes construyen su conocimiento
matematico de manera inadecuada y a veces erronea; y descubren relaciones

entre diferentes estructuras del saber matematico, sin que ello haya sido parte
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explicita de la ensefianza” (Golbach, 2009, p.5). Indudablemente los errores
influyen en el aprendizaje de los contenidos, por lo tanto, es imperativo que éstos

sean reconocidos y superados a fin de obtener mejores logros de aprendizaje.

En 2009, Golbach, Mena, Abraham y Rodriguez sustentados en las
concepciones constructivistas cognitivas del aprendizaje y basados en la
clasificaciéon de los errores realizada por Mosvskovitz - Hadar, N. Taslavsky e
Imbar, S. realizaron su investigacion “ldentificacion de los errores en la resolucion
de problemas de geometria analitica y su comparaciéon con el rendimiento
académico en alumnos de ingenieria” en la cual preocupados por la cantidad de
errores cometidos de manera reiterada por los estudiantes, realizan un diagnadstico,
pues desde el enfoque constructivista cognitivo basado en el aprendizaje
significativo, se considera que las dificultades en el aprendizaje de la Matematica y
los errores que comenten los alumnos obstaculizan con frecuencia la construccién

significativa de su aprendizaje y en el rendimiento de los alumnos.

Algunas investigaciones como la realizada por Maria del Mar Garcia Lopez
titulada “evolucion de actitudes y competencias matematicas en estudiantes de
secundaria al introducir geogebra en el aula”, demuestran como la introduccién de
algun software en la clase de matematica presenta muchas bondades y una nueva
vision del conocimiento, permitiendo que este se convierta en un instrumento
matematico, sin embargo Cruz y Puentes plantean que aunque las TIC no son la
solucion definitiva de las dificultades en los procesos de ensefianza-aprendizaje de
las matematicas, le abren un espacio en el que los estudiantes pueden manipular

de manera directa los objetos matematicos y sus relaciones, de aqui se determina
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que el uso de un software en particular no ayuda a cubrir todas las necesidades
cognitivas, por lo tanto cabe preguntarse: ¢ Como el uso del software Geogebra
influye en el aprendizaje de las conicas? ¢ Cudles son los conocimientos correctos
alcanzados por los estudiantes y cuales son de los errores de conocimiento en los

gue incurren pese a usar un software como Geogebra?

1.2. El conocimiento

Al mencionar que se ha implementado las TIC como una herramienta en el
proceso de aprendizaje de las matematicas y a la vez cuestionarse sobre el alcance
e implicaciones de su uso en la clase que son interrogantes que forman parte de
esta investigacion, es importante aclarar algunos conceptos los cuales van a guiar

adecuadamente la investigacion entre ellos esté el conocimiento.

El término conocimiento esta ligado a la existencia misma del hombre, pues
las personas siempre se han mostrado curiosas en obtener diferentes saberes y
dar explicacién a situaciones cotidianas, para Rodriguez (1993) “el conocimiento
es el acumulo de informacion, adquirido de forma cientifica o empirica” (p.5), es un
conjunto de representaciones o propiedades sobre un ente en particular,
conseguido a través de la experiencia u observacion; dichas propiedades se

almacenan para luego ser reproducidas cuando sean necesarias.

Hessen (1925), en su obra, Teoria del conocimiento, describe la esencia
misma del fendmeno del conocimiento, “como una relacion entre un sujeto y un

objeto, siendo esta dualidad una caracteristica esencial del conocimiento” (p.43).
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Esta relacion, que también es una correlacién, porque no hay lo uno sin lo otro vy,
ademas la presencia de uno supone la del otro, se entiende como una apropiacion
0 captaciéon que el sujeto hace del objeto mediante la produccién de una imagen
del mismo, o de una representaciéon mental del objeto, debido a una determinacion

o modificacién que el objeto causa en el sujeto.

Lo que el sujeto conoce no son los objetos como tales, sino la informacion
gue recibe de estos, dicha informacion se organiza dentro del sujeto, esta a su vez
permite tomar una accién en particular. Este conocimiento, aquello que es
conocido, se percibe constantemente, pero puede o0 no puede ser utilizado por el
sujeto de acuerdo al grado de importancia que posea; gracias a nuestra memoria
podemos almacenar esta informacion, la cual puede ser adquirida o aprehendida y

pasar a formar parte de lo que es nuestro conocimiento.

No toda la informacion puede considerarse conocimiento, ya que para darle
este valor debemos hacer uso continuo o especifico del mismo en distintas
situaciones, es decir, darle una funcionalidad a la informacion obtenida; pero
esta no siempre es la adecuada y de ahi surgen errores de conocimiento, ya
que aqui interviene un elemento fundamental del conocimiento que es la
representacion interna, que no es mas que el proceso cognoscitivo, es decir

la explicacion de la informacion al criterio del sujeto. (Hessen, 1925, p.58)

El conocimiento es mas que un conjunto de datos, verdades o de

informacion almacenada a través de la experiencia; el conocimiento, en su sentido
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mas amplio, es una apreciacion de la posesion de multiples datos interrelacionados

gue por si solos poseen menor valor cualitativo.

Una caracteristica esencial del conocimiento es que no es inmutable, ya que,
al ser producto del ingenio y la construccion humana, esta sujeto a cambios; pues
la informacion admitida como correcta en un momento, posteriormente puede ser
refutada, debatida y mejorada. De lo anterior se puede plantear que los estudiantes
construyen su conocimiento mediante un proceso gradual, a partir de sus errores y

esfuerzos.

Todo esto en concordancia con Piaget (1967) quien, en su teoria del
desarrollo cognitivo, la cual se centra en la percepcion, la adaptacion y la
manipulaciéon del entorno que lo rodea, especifica que la asimilacion de
conocimientos viene dada por la experiencia y la manipulacion de la informacion,
en donde luego de tomarla se realiza una adaptacion a los esquemas ya existentes.
En dicha teoria especificé unas etapas de desarrollo, que para él se trataba de la
naturaleza misma del conocimiento y como las personas llegan paulatinamente a

adquirirlo, construirlo y utilizarlo.

En la actualidad la sociedad se caracteriza por el uso de las tecnologias de
la informacién y comunicacion en practicamente todas las actividades humanas, a
tal punto que llegamos a depender de las mismas para nuestras labores cotidianas,
de esta manera, el uso de las TIC se ha convertido en una de las fuentes principales
para adquirir informacion y conocimiento, sin embargo, para Arrieta (2013) “los

conocimientos adquiridos a través de dichos medios muchas veces resultan
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desestructurados y poco precisos”(p.9); pues en lugares como la internet existen
una infinidad de datos que muchas de las veces no han sido contrastados y cuando
se usan recursos de software y hardware, al no estar estos bien enfocados,

tampoco garantizan la obtencién de conocimientos.

1.2.1. Conocimiento y aprendizaje

Al hablar de conocimiento necesariamente viene supeditado el aprendizaje,
pues los procesos de aprendizaje permiten incorporar una nueva informacioén en el
individuo, logrando a la vez un cambio en su conocimiento ya que de esta manera
se logra entender la realidad y actuar de un modo distinto. Gracias al aprendizaje
se consigue reestructurar los conocimientos anteriores relacionandolos con los

nuevos.

Aprender es crear, inventar, descubrir. El sujeto aprende cuando logra
integrar en su estructura l6gica y cognoscitiva los datos que surgen de la realidad
exterior, en un proceso personal, de exploracion, avances y retrocesos, que el
profesor puede orientar con actividades didacticas mas adecuadas para el

momento, Mas cercanas a sus intereses y motivaciones.

Se construyen significados al momento que entrelazamos el nuevo
aprendizaje a los que ya poseemos, es decir el conocimiento previo da nacimiento
a un conocimiento nuevo, esto que se aprende se incorpora a experiencias previas

y se crean estructuras mentales propias.
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Existen muchas definiciones de aprendizaje, entre las que se puede

mencionar:

Piaget (citado por Fonseca y Benconmo, 2011) afirma que:

El aprendizaje se produce a lo largo de un proceso en el que el sujeto, a
través de la experiencia, dentro de un contexto real, mediante la
manipulacion de objetos y la interaccion con las personas, genera o
construye conocimiento, modificando, en forma activa, sus esquemas
cognoscitivos, empleando sus propios esquemas para la asimilacion de la
realidad que proviene de la actividad constructiva de la inteligencia del

sujeto. (p.53)

Por otra parte Alonso, Gallego, y Honey (1995) consideran que “Aprendizaje
es el proceso de adquisicidbn de una disposicién, relativamente duradera, para
cambiar la percepcion o la conducta como resultado de una experiencia” (p.17).
Cuando se incorpora una nueva informacion o conocimiento a los ya existentes en
la estructura cognitiva del sujeto, generando un conflicto entre lo que el alumno ya

sabe con lo que deberia saber aqui es cuando se produce el aprendizaje.

El aprendizaje se genera en la interaccion del conocimiento que el individuo
ha adquirido y las experiencias que este ha vivido, pues de esta manera puede
establecer si los saberes obtenidos son significativos para él, es decir al darle un
uso a la informacién que tiene el sujeto tal como lo plantea Perez (1988), quien

define el aprendizaje como “los procesos subjetivos de captacion, incorporacion,
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retencién y utilizacion de la informacién que el individuo recibe en su intercambio

continuo con el medio” (p.68).

La asimilacion del conocimiento se consigue a través de la interaccién con
este, por lo tanto, los recursos y estrategias planteadas, para la adquisiciéon y
trabajo con los saberes ocasionaran que el individuo establezca nuevas relaciones,
pudiendo de esta manera darle un significado a la informacién adquirida, para
Knowles, Holton y Swanso (2001) “el aprendizaje es en esencia un cambio de
conocimiento producido por la experiencia” (p.75); por lo tanto debe distinguirse a
el aprendizaje bajo tres perspectivas, como producto: en donde interesa el
resultado final; el aprendizaje como proceso: aqui sale a relieve lo que pasa durante
el proceso de aprendizaje, en este ambito se pueden determinar los errores y
aciertos en el conocimiento y el aprendizaje como funcion: en esta esfera en
cambio se destaca aspectos criticos del aprendizaje como la motivacién, retencién

y la transferencia los cuales hacen posibles cambios de conducta en el aprendizaje.

De todas estas definiciones se puede resaltar que el aprendizaje es una
actividad que debe realizar el individuo para obtener un conocimiento; de aqui se
produce una asimilacion de la informacion recibida, que no es mas que la forma en
como el sujeto percibe y adapta el conocimiento a su entorno, a la vez este nuevo
conocimiento se relaciona con la informacion previamente adquirida con el fin de
alterar los esquemas cognitivos existentes en el individuo para de esta manera

adecuar la nueva informacion.
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En el dmbito escolar el anadlisis del proceso de aprendizaje permitira
determinar no sélo los resultados del mismo, sino que sucede durante este,
pudiendo identificar en el trayecto los conocimientos correctos e incorrectos que se
han producido en las representaciones generadas por los estudiantes, pues
muchas de las veces la adquisicion de conocimientos no son mas que la

interpretacion que los individuos den a estos.

“El aprendizaje siempre esta situado, se aprende junto a unos contenidos
concretos y en situaciones especificas de interaccion social. No se puede aprender
sin sentido, sin saber qué se busca, sin pautas de accién” (Esteban & Vigueras,

2007, p.23); ademés depende del contenido a aprender y el sujeto que aprende.

1.2.1.1. Aprendizaje de las Matematicas

Las personas a lo largo de la historia se han mostrado curiosos en aprender
diferentes saberes, de ahi que el aprendizaje de las Matematicas data desde hace
muchos afos atras, por la necesidad de medir el tiempo, realizar conteos, efectuar
mediciones y diferenciar las formas. “En la actualidad los estudiantes deben
aprender matematicas comprendiéndolas, construyendo activamente el nuevo
conocimiento a partir de la experiencia y el conocimiento previo” (Godino, Batanero
y Font, 2003, pl2). Los estudiantes necesitan aprender matematicas
entendiéndolas e interpretandolas cognitivamente, deben construir conocimientos

de manera activa, a partir de sus experiencias y el saber anterior.
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Conocer o saber matematicas, es algo mas que repetir las definiciones o ser
capaz de identificar propiedades de numeros, magnitudes, poligonos u otros
objetos matematicos. La persona gue sabe y ha aprendido matematicas ha de ser
capaz de usar el lenguaje y conceptos matematicos para resolver problemas. Para
Godino et al. (2003) “no es posible dar sentido pleno a los objetos matematicos si

no los relacionamos con los problemas de los que han surgido” (p.66).

Para aprender Matematicas hay que hacer, desde lo mas elemental que es
repetir, a lo mas complejo que consiste en enfrentarse a problemas y tratar de
resolverlos. Tanto para recordar como para comprender, identificar, etc., es
importante que el que aprenda haga. Es frecuente que las orientaciones
curriculares insistan en que el aprendizaje de las matematicas debe ser significativo
y que para conseguirlo “Los estudiantes deben aprender las matematicas con
comprension, construyendo activamente los nuevos conocimientos a partir de la
experiencia y los conocimientos previos” (National Council of Teachers of

Mathematics (NCTM), 2000, p.16)

El resolver problemas es fundamental si queremos conseguir un aprendizaje
significativo de las matematicas. Esta actividad no debe convertirse en un
contenido adicional al curriculo sino uno de los motores principales que guie el
aprendizaje de la matematica, ademas que tiende a motivar a los estudiantes
tomando a dicho aprendizaje como una funcion, pues permite contextualizar los
conocimientos y dar una mayor significacion a lo trabajado. Para Godino et al.
(2003) “al resolver un problema, el alumno dota de significado a las practicas

matematicas realizadas, ya que comprende su finalidad” (p.67).
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Cuando los individuos ponen en accién sus saberes es cuando se puede
identificar si esa acomodacion de conocimientos fue la adecuada o si se produjeron
errores, pues aprender Matematicas no es solo conocer conceptos, definiciones,
propiedades y algoritmos, es mucho mas que eso, es un conjunto particular de
caracteristicas que demuestran los resultados de todo el proceso de aprendizaje
desde la aplicacion de conceptos previos, pasando por la inferencia correcta, hasta

el proceso de solucién y analisis e interpretacion de los resultados obtenidos.

Dentro del aprendizaje de las matematicas, la introducciéon de un software
como Geogebra, ha brindado la oportunidad de generar espacios representativos
y dinamicos donde se ha logrado establecer que el estudiante adquiera de manera
interactiva y experimental sus conocimientos. Este software es uno de los mas
utilizado por docentes y estudiantes en nuestro entorno, pues es de acceso libre y
cuenta con un sinnumero de herramientas y funcionalidades, tales como

animacioén, uso de parametros y variables, funciones especificas y demas.

El uso de Geogebra no sélo desarrolla destrezas de contenido, sino también
habilidades que son esenciales para el proceso matematico como: la resolucién de
problemas, razonamiento, comunicacion del lenguaje, demostraciones, generacion
de conjeturas y otros. Entre las potencialidades del software esta la animacion de
una situacion bajo diferentes condiciones (uso de deslizadores y parametros) y las

simulaciones, a través de estas se logra contrastar los resultados obtenidos
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respecto a los esperados, siendo aqui donde el estudiante puede generar un

desequilibrio cognitivo fundamental para la adquisicién de nuevos conocimientos.

1.2.1.2. Principios del aprendizaje de las Matematicas

Dienes (1970) plante6 una teoria especifica del aprendizaje de las
matematicas basando su trabajo en los de Piaget, Bartlett y sus propias
observaciones, en esta teoria determina que en todo proceso de ensefianza
aprendizaje de matematicas se considera necesario tener en cuenta cuatro
principios que ayudarian a los alumnos en la comprension de los conceptos

matematicos:

Principio dindmico: Considera que el aprendizaje es un proceso activo por
lo que la construccidn de conceptos se promueve proporcionando un entorno

adecuado con el que los alumnos puedan interactuar.

Se propondran juegos preliminares, estructurados y de practica, que les
sirvan a los nifios de experiencias para que puedan formar conceptos matematicos.
Estos juegos deben ser practicados con un material concreto para introducir

gradualmente a los nifios en la investigacion matematica.

Principio constructividad: Las matematicas son para los nifios una

actividad constructiva y no analitica. El pensamiento logico-formal dependiente del
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analisis puede ser muy bien una tarea a la que se consagran los adultos, pero los

nifos han de construir su conocimiento.

La construccion precedera siempre al andlisis del concepto, teniendo
siempre en cuenta el nivel de maduracién de los alumnos. Hay que sefalar que la
construccion no se refiere a la construccion fisica con algun material, que debe
hacerse si es posible. Nos referimos a la construccién conceptual en relacion a las

variables del concepto y al proceso de adquisicion de los mismos.

Principio de variabilidad matematica: Un concepto matematico contiene
cierto numero de variables y de la constancia de la relacién entre estas surge el

concepto.

Los conceptos que encierran mas de una variable deben ser estudiados
mediante experiencias que impliquen el mayor numero posible de aquellas.
Comparando las diferentes construcciones realizadas podremos ver lo que hay de

invariante en ellas, que sera lo que nos interese para la formulacion del concepto.

Principio de variabilidad perceptiva: Existen diferencias individuales en
cuanto a la percepciéon de los conceptos. Para que puedan manifestarse las
diferencias individuales en la formacion de los conceptos, como para que los nifios
vayan adquiriendo el sentido matematico de abstraccion, la misma estructura

conceptual debera ser presentada en tantas formas perceptivas como sea posible.
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En esta teoria también se determina que el aprendizaje es un proceso
basado en la abstraccién, generalizacién y comunicacion, que son la base para la
adquisiciéon de conocimientos en procesos de aprendizaje de las matematicas. Aqui
se pueden distinguir 6 etapas: Adaptacion, estructuracion, Abstraccion,
representaciéon grafica o esquematica, descripcibn de las representaciones,

formalizacién o demostracion.

1.2.2. Conocimiento matemético

Al igual que en otras ramas de las ciencias, en la matematica la consecucién
de conocimiento se ve determinada por la experiencia, particularmente por la
abstraccion reflexiva, la cual es un proceso por el que el individuo obtiene

conocimiento a partir de la acciones o manipulaciones sobre los objetos.

El conocimiento matematico de un individuo es su tendencia a responder a
las situaciones matematicas probleméticas en un contexto social, y
construyendo acciones, procesos Yy objetos y organizandolos en esquemas
con el fin de manejar las situaciones y resolver los problemas. (Dubinsky &

McDonald, 2001, p. 276).

Tomando como punto de partida lo establecido anteriormente, la abstraccion
reflexiva busca establecer como un sujeto genera sus propias construcciones

mentales acerca de un concepto especifico.
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Por lo antes dicho es fundamental enfrentar al sujeto con situaciones
matematicas que suscite su reflexion, ya que la reflexion que realice el individuo
promulgard una adquisicibn de conocimientos matematicos, de ahi que la
determinacién de conocimientos correctos generados dependera del tipo de
preguntas y cuestionamientos planteados; es decir que estas se orientardn para

generar un nuevo conocimiento.

También es importante plantear que el desarrollo del conocimiento no se
establece sélo por la incorporacién de nuevos conocimientos sino mas bien, por la
reorganizacion de los conocimientos logrados por etapas, “que representan niveles
cognoscitivos, en cada etapa hay una reorganizacion de los conocimientos
adquiridos en la etapa anterior” (Piaget y Garcia, 2004, p.134). Estas etapas, se
determinan como intra, inter y trans; las cuales establecen la evolucion del
conocimiento matematico de un individuo y sus oportunidades de razonamiento

frente a ciertos conceptos matematicos.

Para Azcarate y Camacho (citado por Pérez, 2016) “en el conocimiento
formal matematico las propiedades de los objetos se deben construir a partir de las
definiciones de los conceptos” (p. 136). Pero muchos de estos conceptos no son
aprendidos de la manera formal por los estudiantes, sino que aprenden a reconocer
el concepto a través de la experiencia. Por ejemplo, en el caso de las secciones
conicas la imagen del concepto siempre esta relacionado con la ecuacion que las
describe o bien con la figura geométrica relacionada o con el tipo de corte realizado
por el plano en el cono, mientras que la definicion del concepto en si es la definicion

del lugar geométrico de las secciones.
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De lo anterior se plantea que los conocimientos matematicos no son mas
que las herramientas, conceptos, destrezas y experiencias que los individuos
ponen en practica para solucionar los problemas que se presenten; para
comprender y manejar la realidad en la que vivimos. Para Cadenas (2007) “la
construccion de este conocimiento requiere una reorganizacién y ampliacion de los

conocimientos previos” (p.72).

1.2.3. Errores de conocimientos

Segun lo planteado anteriormente, las estructuras que un individuo posee
de manera previa determinaran la construccion del nuevo concepto. Un punto clave
del desarrollo del conocimiento es ayudar a los estudiantes a que construyan las
estructuras apropiadas para cada nuevo concepto, estableciendo las conexiones
adecuadas con las estructuras previas. Para Dubinsky y McDonald (2001) “las
estructuras, denominadas acciones, procesos, objetos y esquemas, estan
relacionadas de tal modo que sus conexiones determinan el conocimiento

mateméatico de un individuo” (p.276).

Se ha identificado que el error esté presente en los procesos de adquisicion
y consolidacion del conocimiento, por lo tanto, se lo puede aprovechar como una
oportunidad de aprendizaje, de la misma forma, el error serviria como una
herramienta para un cambio de conocimiento ocasionado por la experimentacion,

tal como ha ocurrido a lo largo de la historia humana ha existido informacion que
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en su instante fueron aceptados como verdaderos, sin embargo ahora conocemos

gue son erroneos.

Charnay (citado por Engler et al., 2002) plantea “considerar el error no como
una falta o una insuficiencia sino como una parte coherente de un proceso, ayuda
al alumno a tomar conciencia de que puede aprender de sus errores y a nosotros
mismos, los docentes, a aprender mucho de los errores de nuestros alumnos” (p.1).
De hecho, es fundamental darle la importancia a la existencia de conocimientos
correctos y errores de conocimiento pues influyen en asimilacion de los nuevos
conocimientos como en el rendimiento de los alumnos, por lo tanto es necesario
gue los docentes y estudiantes los reconozcan y asuman la necesidad de

superarlos a fin de obtener logros en sus aprendizajes.

Para Roa y Asuman (2009), “cuando un individuo enfrenta una situacion
matematica debe recurrir a sus ideas sobre los conceptos involucrados en ella,
haciendo una reconstruccion de su conocimiento como resultado de la reflexion
sobre las condiciones del problema planteado” (p. 3), es decir hace uso de las
experiencias y herramientas adquiridas respecto a ese conocimiento, pero si los
resultados frente a esta situacion problémica no cumplen con el objetivo planteado
se habla de un error de conocimiento, y caso contrario si se da una solucion

adecuada estamos hablando de la aplicacion de conocimientos correctos.

Con frecuencia los estudiantes construyen explicaciones inadecuadas e
incluso erréneas desde el punto de vista matematico y descubren relaciones

entre diferentes estructuras del saber matematico, sin que ello haya sido
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William Manuel Gonzélez Gallegos 41



UNIVERSIDAD DE CUENCA =

g

{

parte explicita de la enseflanza. En este sentido el enfoque constructivista
cognitivo basado en el aprendizaje significativo, considera que las
dificultades en el aprendizaje de la Matematica y los errores que comenten
los alumnos obstaculizan con frecuencia la construccion significativa de su
aprendizaje y, estos obstaculos se manifiestan en la practica en forma de
respuestas equivocadas. El andlisis de los mismos permite relevar el estado
de conocimiento de los alumnos y comprender las dificultades que
evidencian en la adquisicion de conceptos y la aplicacion de propiedades,
imprescindibles a la hora de realimentar el proceso de ensefanza

aprendizaje. (Golbach, Mena, Abraham, & Rodriguez, 2009, p.2)

1.2.4. Categorizacién de errores de conocimiento

La categorizacion de los errores de conocimiento hace posible centrar la
atencién hacia los diferentes aspectos presentes en el aprendizaje de los individuos
y permite realizar una evaluacién y diagnéstico mas eficaz de los procesos
académicos para asi, poder ayudar a los estudiantes en sus dificultades cognitivas
y sus carencias de sentido de los objetos matematicos y en el desarrollo de una

actitud racional hacia la matematica.

Los errores en el estudio de la matematica, segun Radatz (1979), “no son
simplemente la ausencia de respuestas correctas o el resultado de accidentes
desafortunados, ellos son la consecuencia de procesos definidos cuya naturaleza
debe ser descubierta” (p.163). Tomando en consideracién los aspectos

diagnosticados en base a los errores, podria ayudar a los docentes a planificar los
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contenidos del plan de estudios teniendo en cuenta las dificultades de los

estudiantes.

Movshovitz (citado por Bocco y Canter, 2010), realiz6 una clasificacion empirica
de los errores de conocimiento, sobre la base de un analisis constructivo de las
soluciones de los alumnos realizadas por expertos, determinando seis categorias

descriptivas para clasificar los errores encontrados:

1. Datos mal utilizados: Esto es, los errores que se producen por alguna
discrepancia entre los datos y el tratamiento que le da el alumno. Ya sea
porque se afiaden datos extrafios; se olvida algun dato necesario para la
solucién; se asigna a una parte de la informacion un significado inconsistente

con el enunciado; se hace una lectura incorrecta del enunciado, etc.

2. Interpretacion incorrecta del lenguaje: Son errores debidos a una
traducciéon incorrecta de hechos matematicos descritos en un lenguaje

simbdlico a otro lenguaje simbdlico distinto.

3. Inferencias no vélidas l6gicamente: Son errores que tienen que ver con

fallas en el razonamiento y no se deben al contenido especifico.

4. Teoremas o definiciones deformados: Errores que se producen por

deformacion de un principio, reglas, teorema o de definicion identificable.
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5. Falta de verificacion en la solucién: Son los errores que se presentan
cuando cada paso en la realizacion de la tarea es correcto, pero el resultado

final no es la solucion de la pregunta planteada.

6. Errores técnicos: Se incluyen en esta categoria los errores de calculo, en
la manipulacién de simbolos algebraicos y otros derivados de la ejecucién

de algoritmos.

Es importante complementar esta clasificacion de los errores de
conocimiento desde las diferentes perspectivas de las investigaciones realizadas
acerca del tema, tomando en consideracion que cada estudiante presenta

diferentes dificultades en el proceso del aprendizaje, tal es el caso de:

Rico (citado por Engler et al., 2002), ofrece una taxonomia para clasificar los
errores de conocimiento a partir del procesamiento de la informacion, estableciendo

los siguientes indicadores para este analisis:

1. Errores debido a dificultades de lenguaje: El aprendizaje de conceptos,
simbolos y vocabulario matematicos es para muchos alumnos un problema
similar al aprendizaje de una lengua extranjera. Errores derivados del mal
uso de los simbolos y términos matematicos, debido a su inadecuado

aprendizaje.

2. Errores debido a dificultades para obtener informacidén espacial: Las

diferencias individuales en la capacidad para pensar mediante imagenes
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espaciales o visuales es una fuente de dificultades en la realizacion de
tareas matematicas. Errores provenientes de la produccion de
representaciones iconicas (imagenes espaciales) inadecuadas de

situaciones matematicas.

3. Errores debido a un aprendizaje deficiente de hechos, destrezas y
conceptos previos: Incluyen todas las deficiencias de conocimiento sobre
contenidos y procedimientos especificos para la realizacion de una tarea
matematica. Errores originados por deficiencias en el manejo de conceptos,

contenidos, procedimientos para las tareas matematicas.

4. Errores debidos a asociaciones incorrectas 0 a rigidez del
pensamiento: La experiencia sobre problemas similares puede producir
una rigidez en el modo habitual de pensamiento y una falta de flexibilidad
para codificar y decodificar nueva informacion. Los alumnos contindan
empleando operaciones cognitivas aun cuando las condiciones originales se
hayan modificado. Estan inhibidos para el procesamiento de nueva
informacion. En general son causados por la incapacidad del pensamiento

para adaptarse a situaciones nuevas.

5. Errores debidos a la aplicacion de reglas o estrategias irrelevantes:
Surgen con frecuencia por aplicar con éxito reglas o estrategias similares en
areas de contenidos diferentes. El razonamiento por analogia no siempre

funciona en Matematica.
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Golbach et al. (2009), tomando en cuenta su experiencia docente y la clasificacion
de los errores dadas por Movshovitz et al. (1987) y Rico (2002), plantea la siguiente

categorizacion de errores:

1. Interpretacion incorrecta del lenguaje: Son errores debidos a una
traduccion incorrecta de hechos matematicos descritos en un lenguaje

simbdlico a otro lenguaje simbdlico distinto.

2. Errores que tiene su origen en conocimientos previos: Errores

conceptuales en torno a ejes teméticos claves de la matematica previa.

3. Deduccién incorrecta de la informacién. Datos mal utilizados: Incluyen
las deficiencias en el contenido y los problemas especificos de
conocimiento, necesarios para desenvolverse satisfactoriamente en la tarea
matematica. Estas deficiencias pueden originarse en el desconocimiento de
algoritmos, manejo inadecuado de conceptos basicos, realizacion de

procedimientos incorrectos, incomprension de simbolos, etc.

4. Errores l6gicos o de razonamiento: Surgen por la falta de flexibilidad en
el pensamiento, es decir el alumno no puede adaptar lo que ya sabe a
situaciones nuevas. En esta categoria estan los errores de asociacion, de
inferencia, de asimilacion y los errores generados por la aplicacion de reglas
y propiedades validas solo en algunos casos. Incluye los errores cometidos

por un razonamiento incorrecto. Esta nueva informacion, invalida, es luego
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utilizada para resolver el problema planteado ocasionando una respuesta

errénea.

5. Errores al operar algebraicamente (errores de calculo): Incluye los
errores de calculo, los errores en la extraccion de datos de las tablas, los

errores en la manipulacién de simbolos algebraicos elementales, etc.

6. Errores que se presentan durante el proceso de solucién de
problemas: (identificacion de la o las variables, las relaciones de
dependencia y el modelo que conduce a la solucién). Reconocer los datos y

las incognitas. Soluciona lo planteado.

Esta forma de ver los errores en el aprendizaje de los estudiantes no es
considerada por los docentes, de igual manera no existe un tratamiento curricular
de los mismos, a la vez el sistema educativo tampoco da apertura para que exista
una formaciéon adecuada de los docentes respecto a su capacidad de detectar,

analizar, interpretar y tratar los errores de sus estudiantes.

Si, por el contrario, la labor docente se enfocara entorno al estudio de los errores
de conocimiento en el proceso de aprendizaje, se contaria con una fuente de
informacion trascendental para tomar decisiones adecuadas para nuestra

intervencion en los procesos de ensefianza aprendizaje de los estudiantes.
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En la reforma educativa actual se plantean utilizar nuevas metodologias,

estrategias, inclusion de TIC, pero no se analizan los verdaderos procesos que se
deben realizar en el aprendizaje de la matematica al introducir herramientas como
el de las TIC en el proceso de aprendizaje, sino se toma a esta s6lo como una

innovacion sin ningan andlisis de sus efectos.

Realizar un analisis donde se determine las potencialidades de los recursos
tecnoldgicos y los resultados de su aplicacién en el desarrollo cognitivo de los
estudiantes, permitiria la implementacion de las TIC de forma apropiada y que no

se la realice de manera empirica, 0 como una innovacion metodologica nada mas.

1.2.4.1. Ellenguaje y conocimiento matematico

Para Godino, Batanero y Font (2003) la manera de expresar nuestras ideas
influye en cémo las personas pueden comprender y usar dichas ideas. Por ejemplo,
es diferente la comprension que se tiene de los numeros naturales cuando se los
representa mediante digitos o mediante la recta numérica. Wittgenstein (citado por
Dummet, 1959) piensa incluso, que sin el lenguaje no hay tales ideas, ya que éstas
no son otra cosa que reglas gramaticales de los lenguajes que usamos para

describir nuestro mundo.

Para poder adquirir conocimientos es muy importante el lenguaje tanto a

nivel general y de la matematica, el resultado de los errores que tienen los
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estudiantes de conocimiento es cuando los estudiantes aplican mal este lenguaje,

por ejemplo:

Sin la palabra “triangulo” (u otra que tenga los mismos usos) no existiria la
idea de triAngulo. Esta idea no es mas que una regla para describir un cierto tipo
de objetos (tres lados , tres vértices, suma de angulos internos igual a 180 grados,

etc.). El lenguaje matematico tiene ademas una doble funcioén:

-Representacional: Permite designar objetos abstractos que no se pueden

percibir.

-Instrumental: como herramienta para hacer el trabajo matematico. El valor
instrumental puede ser muy diferente segun se trate de palabras, simbolos,
o graficas. En consecuencia, el estudio de los diversos sistemas de
representacién para un mismo contenido mateméatico es necesario para la

comprension global del mismo.

El lenguaje es esencial para:

-comunicar las interpretaciones y soluciones de los problemas a los
comparfieros o el profesor;

-reconocer las conexiones entre conceptos relacionados;

-aplicar las matematicas a problemas de la vida real mediante la

modelizacion.
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-para utilizar los nuevos recursos tecnoldgicos que se pueden usar en el

trabajo matematico (Godino et al. 2003, p.57).

1.2.4.2 Planteamiento y resolucién de problemas

Segun lo expuesto en los puntos anteriores el conocimiento matematico se
establece cuando el estudiante puede responder a situaciones problémicas en un
entorno, planteando acciones con el fin de manejar dichas situaciones y resolver
los problemas presentados. Santos Trigo (1997) afirma que una situacion puede
concebirse como un problema en la medida en que no se disponga de
procedimientos de tipo automatico para solucionarla de forma inmediata, sino que
requiera de un proceso de reflexion o toma de decisiones sobre los pasos a seguir.
Supone para el alumno una demanda cognitiva y motivacional. Por su parte, dentro
del ambito de la didactica de la matematica, el término problema se refiere a un
obstaculo arrojado ante la inteligencia para ser superado, una dificultad que exige

ser resuelta, una cuestion que requiere ser aclarada.

Polya desarrollé un sistema de planteamiento de resolucién de problemas
gue contiene diferentes pasos con la finalidad de que el estudiante comprenda el
problema y pueda resolverlo. Batanero et al. (1994) afirman que los estudiantes en
la resolucion de problemas aplican una gran variedad de conocimientos con el fin
de llegar a la solucion adecuada, durante este proceso se puede identificar una
considerable cantidad de conocimientos correctos y errores de conocimiento, existe
varias investigaciones como la realizada por Mercedes Bocan o Ken Clements que

han querido facilitar la comprensién de los conocimientos a través del
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planteamiento de problemas en el area de la matematica, sin embargo son
propuestas pedagogicas y metodolégicas que solamente han evaluado su
eficiencia y eficacia, a través de la medicion de percepciones de los participantes
y las notas obtenidas; en estos casos no ha existido un estudio profundo respecto

a los errores.

1.3. TICy aprendizaje

La sociedad actual ha sufrido cambios trascendentales a lo largo de su
historia, los cuales se ha producido por diversas causas; entre ellas, los avances
tecnoldgicos tanto en software como en hardware, estos avances han tenido un
peso social y econémico. Todas estas revoluciones tecnoldgicas, permiten a las
personas obtener informacion y conocimientos que antes estaban restringidos a
unos pocos, ademas han permitido una gran facilidad para comunicarse, inclusive
a largas distancias. Sin embargo, el papel de la mayoria de los individuos en la
sociedad se ha reducido a ser meros receptores de informacién, y unos pocos ser

emisores de la misma.

En la actualidad sobre todo en las ultimas décadas se han producido
importantes avances tecnolégicos que afectan en gran medida al lenguaje y a la
comunicacién, avances que han provocado notables cambios en la sociedad. De
este modo, teniendo en cuenta la realidad en la que nos encontramos, el sistema
educativo no puede seguir utilizando, exclusivamente, los métodos de ensefianza
del pasado, sin considerar todos los estimulos e influencias que afectan directa e

indirectamente al estudiante.
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Para Séanchez (2000) y Corrales (2009) las TIC son herramientas
computacionales e informéticas que permiten procesar, recopilar, resumir,
recuperar y presentar informacion de diversas formas, de acuerdo a los
requerimientos y necesidades de los usuarios. Es decir, son el conjunto de técnicas
para administrar la informacién, especialmente computadores y programas para

obtener, guardar, generar y transmitir informacion.

Ante esta perspectiva de enormes cambios en cuanto a la forma de
comunicacion, obtencion de informacion y formacién del conocimiento, se
hace menester que el sistema educativo genere nuevos ambientes de
aprendizaje, en los cuales se propicie el contacto, el intercambio y la

participacion de los estudiantes (Ferrer citado por Arrieta, 2007, p.4).

Indistintamente a las estrategias metodologicas (TIC u otros) que se
establezcan, cuando un estudiante construye su conocimiento descubre y plantea
diferentes relaciones entre los contenidos o destrezas trabajados, las cuales no
estan implicitas en el proceso de aprendizaje; sin embargo, estas se establecen de
manera inadecuada. Indudablemente los errores influyen en el aprendizaje de los
contenidos, por lo tanto, es imperativo que éstos sean reconocidos y superados a

fin de obtener mejores logros de aprendizaje. (Engler et al., 2002).

La naturaleza del proceso de aprendizaje esta en continua modificacion y el
uso de la Tecnologia Informatica (TI) como herramienta, lleva a un cambio rotundo
en la educacion. Muchas investigaciones como la “Implementacion y aplicacion de

software educativo y material concreto en el aprendizaje de las ecuaciones de las
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cénicas en geometria analitica plana de los estudiantes del tercer afio de
bachillerato® realizada por Victor Vallejo, demuestran como la introduccion de algun
software en la clase de matemética presenta muchas bondades y una nueva vision
del conocimiento permitiendo que este se convierta en un instrumento matematico
(Balderas, 2016). Una de las grandes ventajas que ofrecen las TIC y en particular
Geogebra tal como lo plantean Azcarate y Camacho (2003) en su investigacion en
Didactica del analisis matematico, es permitir que los estudiantes adquieran nuevos
conocimientos que de otra forma dificilmente estarian a su alcance por el alto grado
de abstraccion que exigirian en la ausencia de medios de prueba y

experimentacion.

Las TIC tienen un gran impacto como herramientas en el proceso educativo,
pues ayudan a la actividad docente y a fortalecer los conocimientos matematicos:
conceptos, algoritmos, definiciones. Se debe hacer lo necesario para que la
experiencia de aprendizaje sea efectiva, no lo que es facil o barato. Y las

tecnologias nos pueden prestar una inestimable ayuda en ese intento.

Ahora la sociedad esta sometida a vertiginosos cambios que plantean
continuamente nuevas problematicas, exigiendo a las personas multiples
competencias procedimentales (iniciativa, creatividad, uso de herramientas TIC,
estrategias de resolucion de problemas, trabajo en equipo entre otras) para crear

el conocimiento preciso que les permita afrontarlas con éxito.

La inmersién de las TIC dentro del proceso de aprendizaje de la matematica

incide de manera favorable en los conocimientos de los estudiantes, lo que permite

|
William Manuel Gonzalez Gallegos 53



o .ucm.%

UNIVERSIDAD DE CUENCA ;m@g%

alcanzar innumerables beneficios tanto cognitivos como sociales, por ejemplo: se

fomenta el aprendizaje activo, mejora la atencion y actitud de los estudiantes,
influye en la motivacién del estudiante, ayuda a la investigacion, acceso rapido de

informacioén, desarrollando a la vez destrezas de razonamiento.

Arrieta, Delgado y Riveros (2009) plantean unas reflexiones sobre la

inclusion de las TIC en la practica educativa:

-Con las herramientas TIC se puede generar espacios motivantes, que

generen desafios durante la adquisicion de los conocimientos.

-Las TIC actuan directamente sobre el estudiante y docente, pues juegan un
papel fundamental en el fendmeno educativo, por lo tanto es importante conocer
su influencia y consecuencias ante determina situacién educativa, para poderlos

usarlos de manera adecuada.

-No son la solucion a las problematicas en la educacion, pues en un proceso

educativo existen otros factores preponderantes.

-Las TIC aplicadas en educacién puede contribuir a mejorar la eficacia de
los procesos de ensefianza aprendizaje, pues los estudiantes trabajan de manera
activa vinculandose directamente con el recurso y los conocimientos que este
trabaja; a la vez brindan la alternativa de aprender fuera el salén de clase y

aprovechando los espacios temporales de los estudiantes.
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El uso de las TIC también presenta una amplia gama de desventajas, entre

ellas:

-Al tener demasiada informacion para trabajar, los estudiantes podrian
dispersar su atencion en la busqueda de esta, a la vez alcanzar unos conocimientos

incorrectos pues no logran seleccionar adecuadamente la informacién obtenida.

-Si no se trabaja conscientemente, se corre el riesgo de que los aprendizajes

sean incompletos.

-Si las actividades planteadas no estan correctamente dirigidas y adecuadas
al contexto no se conseguiran los objetivos planteados, generando asi errores de

conocimiento.

El uso de TIC se esta volviendo indispensable en todas las areas, pero de
manera especial en algunos entornos como el educativo, pues se convierte en una
fuente interminable de recursos, pero como en todo recurso didactico, si el mismo
no estd correctamente direccionado los resultados esperados en términos de
aprendizaje no seran los adecuados; incluso la herramienta implementada
generaria inconvenientes en la consecucion de los conocimientos mateméticos, se
prevé que las TIC al introducirse en el proceso de ensefianza aprendizaje pueden
disminuir los errores de conocimiento que presentan los estudiantes, por lo tanto
es importante diferenciar en que consiste implementar adecuadamente las TIC en

el proceso ensefianza aprendizaje.
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Para Antunes do Nascimento (2012), es fundamental que el estudiante
realice construcciones geométricas y luego cambie las posiciones iniciales de los
objetos para que identifique que se conserva las propiedades originales. Varios
estudios muestran que recursos como Geogebra puede traer importantes
beneficios, permitiendo, de una forma mas o menos intuitiva, construir y explorar
figuras, formular conjeturas y relacionar propiedades que se evidencian durante el
proceso de manipulacion (NCTM, 2000); no existen estudios que determinen los
conocimientos correctos e incorrectos que se generan pese a la inclusion de TIC

como recurso educativo, de ahi la necesidad del planteamiento de este estudio.

Es importante identificar los aprendizajes cognitivos que alcanzan los
estudiantes en el estudio de cénicas usando el software Geogebra; es decir tener
a nuestro alcance la informacién de las destrezas y contenidos que se alcanzan y
aquellas que no se logran pese a la introduccién del recurso en clases. La
identificacién tanto de los conocimientos correctos alcanzados por los estudiantes,
como de los errores de conocimiento en los que incurren, permitiran reorganizar
las planificaciones realizadas por el docente y los trabajos planteados con el
software; de la misma manera se podran proponer otras estrategias metodolégicas
y didacticas para compensar los errores conceptuales que no han sido solventados

con el uso de Geogebra.
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CAPITULO II
METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION
2.1. Método

2.1.1. Enfoque, tipo y disefio de investigacion.

La investigacion posee un enfoque cuantitativo de tipo descriptivo. Se trabajo
con un disefio cuasi experimental, de manera que el mismo grupo se constituye

como grupo control.

2.1.2. Participantes.

Para la investigacion se trabajé con una poblacién finita de 15 estudiantes
del tercero de bachillerato “A” de la Unidad Educativa “Los Andes”, donde el
investigador labora como docente de la asignatura de Mateméaticas. La
participacion fue voluntaria, aceptando formar parte de la investigacién por medio
de la confirmacion del consentimiento informado; como la poblacion es pequefia se

utilizé6 como muestra.

La muestra es no probabilistica por conveniencia pues se tiene facil acceso a los
sujetos para la investigacion y se incluyd a todos los individuos. La misma esta
compuesta por 8 mujeres (53,3%) y 7 varones (46,7%) con edades que oscilan
entre 17 y 18 afios con una edad media de 17,53 afios y una desviacion tipica de
0,516. Del grupo investigado, Unicamente 2 estudiantes son nuevos, por los que el
86,66% (13 participantes) comparten condiciones semejantes de conocimientos

previos en el tema de cénicas y en el uso del software Geogebra.
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2.1.3 Procedimiento

El estudio se desarrolld6 en cuatro fases: fundamentacion tedrica,

implementacion, evaluacion y presentacion de resultados.

2.1.3.1 Fundamentacion teérica

Se establecieron las bondades de la aplicacién de las TIC en las diferentes
areas del conocimiento y de la Matematica de manera particular, ademas de su
relacion con el aprendizaje. Se tomo en cuenta los lineamientos respecto al uso de
las TIC en el curriculo actual; se aborddé ademas los fundamentos referentes al
conocimiento, como la relacion existente entre el sujeto-objeto y la determinacion

de lo que podemos considerar como conocimiento.

Se identifico la relacion entre el aprendizaje y el conocimiento, estableciendo
al primero como la forma de incorporar al segundo en el individuo, se establecio los
principios esenciales sobre el aprendizaje de la Matematica y la definicion de
conocimiento matematico; con estos se pudo identificar los errores de conocimiento

en la Matematica y su categorizacion.
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2.1.3.2. Fase implementacion de la propuesta

Para la aplicacion de la propuesta se realizaron varias sesiones de trabajo durante
un periodo de 6 semanas con los estudiantes del tercero de bachillerato en el tema
de conicas, usando Geogebra en actividades en el aula y en casa, siguiendo
ademas las planificaciones desarrolladas por el docente, de tal manera que los
estudiantes puedan ir incorporando nuevos conocimientos con la ayuda de las TIC.

El detalle de esta fase sera profundizado en el capitulo IlI.

2.1.3.3. Fase evaluacion

Luego de este periodo de clases, realizando las actividades planificadas por
el docente y usando el software Geogebra, se accedid a la informacién para el
estudio mediante la técnica de la encuesta, y como instrumento de recoleccion de
la informacion el cuestionario, tipo prueba, utilizado por Golbach et al. (2009) en su
investigacion: “ldentificacion de los errores en la resolucion de problemas de
geometria analitica y su comparacion con el rendimiento académico en alumnos
de ingenieria”, dicho cuestionario toma en cuenta los errores de conocimiento y las

categorias de andlisis y los indicadores.

Esta evaluacion fue tomada a los estudiantes como parte de los insumos de
las calificaciones y con el fin de identificar en cada item los errores de conocimiento

descritos en la implementacién tedrica.
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Para la medicion de los conocimientos en cada una de las preguntas se tomé

en cuenta lo siguiente:

Tabla 1. Analisis de conocimientos pregunta 1

1.Interpretacidn correcta del lenguaje.

la.ldentificar una abscisa

2.Aplicacién de conocimientos previos

2a.Teorema Pitdgoras (calculo c)

2b. Ecuacidn de segundo grado

2c.Conocer la ecuaciéon de la recta y elipse

3.Deduccion correcta de la informacion. Datos
correctamente utilizados. Conceptos

3a.Reconocer y determinar elementos de la
elipse (focos, a, by c)

3b.Usar foco con abscisa negativa para calcular
ecuacion recta

4.Aciertos légicos o de razonamiento
(Inferencia correcta).

4a.ldentificar foco con abscisa negativa

4b.Sustituir ecuacion recta en ecuacion elipse
(puntos corte)

5.0perar algebraicamente (Calculos
correctos).

5a.Calculo de pendiente en ecuacion recta

5b.Operaciones algebraicas en sustitucién de
ecuaciones

5c.Célculo numérico y algebraico (otro)

6.Proceso de solucién de problemas.

6a. ldentifica datos y variables

6b. Sustitucion de raices de ecuacidn resultante
de sustitucion (ec. segundo grado) en ecuacion
elipse o recta.

6¢c.Encuentra los valores de las ordenadas de
puntos de corte

Fuente: Autor
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Tabla 2. Andlisis de conocimientos pregunta 2

1.Interpretacidn correcta del lenguaje.

1laReconoce ecuacion general de una cdnica

2.Aplicacién de conocimientos previos

2a.Completar cuadrados, factorizacion

2b.Teorema de Pitagoras (célculo de c)

3.Deduccion correcta de la informacion. Datos
correctamente utilizados. Conceptos

3a.ldentificar ecuacién resultante (hipérbola,
eje focal paralelo a "x")

4. Aciertos légicos o de razonamiento
(Inferencia correcta).

4a.Reconocer que se debe expresar la
ecuacién general dada a forma ordinaria.

5.0perar algebraicamente (Calculos
correctos).

5a.0peraciones algebraicas en la expresiéon de
ecuacién en forma ordinaria

5b.Célculo numérico y algebraico (otros)

6.Proceso de solucion de problemas.

6a.ldentifica datos y variables

6b.Reconocer y determinar elementos de la
hipérbola a partir de la ecuacién (focos, centro,
vértices eje transverso y asintotas)

6c¢. Grafica

Fuente: Autor

Tabla 3. Analisis de conocimientos pregunta 3

1.Interpretacion correcta del lenguaje.

la.ldentificar lo que es tener al origen de
coordenadas

1b.ldentificar que es una abscisa

2.Aplicacion de conocimientos previos

2a.Conocer la ecuacion de la circunferencia

3.Deduccidn correcta de la informacion. Datos
correctamente utilizados. Conceptos

3a.Usar ecuacion de circunferencia, sustituir
centro y origen como coordenadas.

4. Aciertos légicos o de razonamiento
(Inferencia correcta).

4a.Determinar que coordenadas centro es (-
6,k)

4b.Tiene dos soluciones, dos valores de

k(ordenada centro)

5.0perar algebraicamente (Calculos
correctos).

5a.Hallar valor de ordenada de centro

5b.Célculos numéricos y algebraicos

6.Proceso de solucion de problemas.

6a.ldentifica datos y variables

6b.Usar valores de k (dos centros) para
determinar dos ecuaciones de circunferencia.

Fuente: Autor
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Tabla 4. Andlisis de conocimientos pregunta 4

la.ldentificacién que parabola es una con eje

1.Interpretacion correcta del lenguaje. . , )
de simetria paralelo a eje x

2.Aplicacién de conocimientos previos 2a.Conocer ecuacién de la parabola

3a.Determina coordenadas del vértice

3.Deduccién correcta de la informacion. Datos 3b.Sustituir coordenadas vértice y poste en
correctamente utilizados. Conceptos ecuacion

3c.Deducir separacién entre cables como
coordenadas de parabola(abscisa)

4.Aciertos légicos o de razonamiento 4a.ldentificar medidas de postes como
(Inferencia correcta). coordenadas de puntos de parabola

5.0perar algebraicamente (Calculos 5a.Calculos numéricos y algebraicos

correctos). 5b.Hallar el valor de p
6a.ldentifica datos y variables
6.Proceso de solucién de problemas. 6b.Determina longitudes (ordenadas) de los

cables sustituyendo coordenadas de estos en
ecuacién de parabola

Fuente: Autor

2.1.3.4. Fase presentacién de resultados

Luego de la implementacion y aplicacion del cuestionario se proceso y
analizo los datos; con esto se pudo examinar y discutir los resultados obtenidos

para asi finalmente poder plantear después las conclusiones de la investigacion.

Para esto, tomando en cuenta lo planteado en el marco tedrico, se identificd
dentro de cada uno de los items del cuestionario los indicadores que se miden,
para presentar los resultados en una tabla por cada pregunta del instrumento de

evaluacion.

Finalmente presentar un consolidado de los conocimientos correctos e
incorrectos alcanzados por los estudiantes, tomando en cuenta la categorizacion

de los mismos.
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CAPITULO I

IMPLEMENTACION Y RESULTADOS

3.1. CONTENIDO DE LAS ACTIVIDADES

Cada una de las actividades y ejercicios estan disefiadas para trabajar la
parte conceptual y las definiciones béasicas sobre las conicas, ademas ayudan a la
construccion de los conocimientos respecto a la tematica tratada. En cada una de

las actividades se plantea su objetivo y como se trabajaron las mismas.

La experiencia se desarrolld con un grupo de 15 estudiantes del tercero de
bachillerato general unificado (17 y 18 afios) pues en este afio se trabaja la unidad
curricular correspondiente a “Coénicas”, ademas los estudiantes tienen experiencia
en trabajar con el software Geogebra ya que en los afios anteriores se habian

familiarizado con el uso de la aplicacion.

El aula en la que se llevé a cabo la experiencia estaba dotada de una pizarra
de tinta, un proyector y una computadora portatil con el software Geogebra
instalado, ademas se tenia acceso al laboratorio de computacién donde todas las
PC tenian instalado el software Geogebra; también los estudiantes tenian acceso
a una computadora en sus casas para realizar las actividades planteadas. Se uso
Geogebra para la interpretacion de los problemas, para el planteamiento y
resolucion de los problemas y en otras ocasiones para la comprobacion de las

respuestas.
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El desarrollo de la experiencia se realizd durante seis semanas de clase (30
horas pedagdgicas, entre el 12 de septiembre y el 21 de octubre), mas el tiempo

dedicado por los estudiantes en las actividades a casa.

La revision conceptual se la tomd del libro de Geometria Analitica Leman y
de Matematicas Tercero de Bachillerato de Santillana que es el texto guia que
utilizan los estudiantes. Durante las seis semanas se dieron clases sobre las
cbnicas apoyandose con el uso de la herramienta de Geogebra y al final de las
actividades se realizdé la evaluacién, mediante la aplicacion de la prueba o

cuestionario.

Actividad 1

Tema: El cono de Apolonio

= Objetivos:
General
- ldentificar a las cénicas mediante el uso de los deslizadores applet

para reconocer sus caracteristicas.

Especificos

- Conocer a las cénicas como las secciones generadas en un cono.

- ldentificar las condiciones para obtener cada una de las cénicas.

- Describir la circunferencia, la parabola, la elipse y la hipérbola como
curvas que se obtienen al interceptar una superficie cénica con un

plano
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= Formade trabajo: Individual.
= Tiempo aproximado: Una hora pedagogica 45 minutos.
» Planificacion (plan de clase): Anexo 5

= Descripcion de la actividad:

Como introduccion al tema se hizo la lectura “Detectar las sefales
provenientes del universo”, luego se presentaron algunas imagenes donde se
identificd la aplicacion de las coénicas, usaron el applet “cono” para que
manipulen los deslizadores y vayan identificando que conica se generaba segun

las caracteristicas del plano.

Luego plantearon las condiciones bajo las cuales se presenta cada una de

las conicas, distinguiendo asi el nombre y forma caracteristica de cada una de ellas.
Desarrollo:

= Primera Etapa
Determinacion de los temas a tratarse
-Cono de Apolonio, seccidn conica
-Cénicas en la cotidianeidad

-Cénicas degeneradas.
Revisién conceptual

Apolonio de Perga nacio en el afio 262 a.C., en Panfilia (la actual Antalya,
Turquia), estudio en el Museo de Alejandria con los discipulos de Euclides, y residio
tanto en Alejandria como en Efeso y Pérgamo. Esta Gltima poseia una Biblioteca y
una Escuela del Saber, similares a las de Alejandria, ciudad donde murié el afio

190 a.C.

|
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La mas grande obra de Apolonio fue “Las Cdnicas” en donde demostré que
de un cono pueden obtenerse cuatro tipos de secciones, variando la inclinacion del
plano que corta al cono; esta demostracion supuso un paso importante en el
proceso de unificar el estudio de los diferentes tipos de curvas, y esta importancia
se revelo casi 2000 afios después cuando Kepler o Newton descubrieron el papel

fundamental de la mecanica celeste.

Las conicas son:
- Un circulo: corte con un plano paralelo a la base del cono.
- Una elipse: corte oblicuo con respecto a la base.
- Una parabola: corte paralelo a una generatriz del cono que
atraviesa su base.

- Una hipérbola: corte paralelo u oblicuo a la altura del cono

enfrentado a su imagen unido por el vértice.

El plano es

perpendicular al eje

El plano es oblicuo al
eje y paralelo a la

generatriz

El plano es oblicuo al
eje y no es paralelos

a la generatriz

El plano es paralelo
al eje, se obtienen

dos curvas

Figura 1. Cénicas generadas por el corte de un plano y un cono

Fuente: Autor

= Segunda etapa

William Manuel Gonzalez Gallegos
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Ejercicio 1.1. Determinacién de cénicas mediante la manipulacién de applet
cono: Los estudiantes manipularon el applet “cono” cambiando los valores de los
deslizadores e identificaron las caracteristicas de generacion de cada conica.
Luego de su determinacion, con los botones circunferencia, Elipse, Parabola e

hipérbola pudieron comprobar la formacién de las conicas.

En el siguiente applet de Geogebra manipule los valores de los deslizadores
q (movimiento del plano), a (angulo inclinacién plano), B (angulo generatriz

cono), r (movimiento del plano).

Observe las curvas que se van generando en cada uno de los casos, desactive las

casillas [l RS y [ para una mejor visualizacién. Vaya a

propiedades de la curva de interseccion para observar su nombre.

Circunferencia

Parabola

Hipérbola

Figura 2. Determinacion de la cénica, circunferencia

Fuente: Autor
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Circunferencia
Parabola
Hipérbola

Figura 3. Determinacién de la cénica, parabola

Fuente: Autor

<
Circunferencia
Elipse
Parahola
Hipérbala

Figura 4. Determinacion de la cénica, elipse

Fuente: Autor
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Hipérhola p: Curvas de interseccion de d,
Representacion 2D de p

“.. Objetovisible
AL Efigueta visible
# Rastro

Renombra
/7 Boma

.2 Propiedades

Figura 5. Determinacion de la cénica, hipérbola

Fuente: Autor

Ejercicio 1.2. Determinacion de condiciones de corte: Realizado el ejercicio

1.1 complete la siguiente tabla con la siguiente informacion:

- Nombre de cénica
- Condiciones de corte

Gréfico representativo

Tabla 5. Cénicas, condiciones de corte y gréafico

|
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%

Conica Condiciones de corte Gréfico representativo
Circunferencia Plano de corte es perpendicular o ‘\
1 J
al eje A
Parabola El plano de corte es oblicuo al eje

y paralelo a la generatriz del

cono.

Hipérbola Plano de corte oblicuo o paralelo
a al eje del cono (pero no
paralelo a generatriz) y que corta

la base del cono

Elipse Plano de corte oblicuo al eje del P
ye N
cono, ese plano no corta la base l
P "
del cono

Fuente: Autor

Actividad 2
Tema: La circunferencia (definicién, lugar geométrico)

= Objetivo:
- Usar el software Geogebra y la definicion de circunferencia para
describirla con lugar geométrico.
= Formade trabajo: Individual.
= Tiempo aproximado: Una hora pedagdgica
= Planificacién (plan de clase): Anexo 5

= Descripcion de la actividad:

|
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Como introduccion al tema se presenta a la circunferencia vista de manera
geomeétrica junto con sus elementos como revision previa de conocimientos,
luego se plantea su definicion como lugar geométrico, se solicitd que usen

el Geogebra para dibujar la circunferencia tomando en cuenta su definicién.

Desarrollo:

= Primera Etapa
Determinacion de los temas a tratarse

-Definicion de circunferencia

Revision conceptual

Elementos de la circunferencia
La circunferencia es una linea curva cerrada y plana, cuyos puntos estan todos a

la misma distancia del centro.

Los elementos de la circunferencia son los siguientes:

-Centro: Es el punto equidistante de todos los puntos de la circunferencia.

-Radio: Es un segmento que une el centro con cualquier punto de la circunferencia.
-Cuerda: Es un segmento que une dos puntos de la circunferencia.

-Didmetro: Es una cuerda que pasa por el centro, su longitud es el doble del radio.
-Arco: Es la parte de circunferencia correspondida entre dos puntos de la misma.

-Semicircunferencia: Es un arco igual a la mitad de la circunferencia.
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1
1
1
!
1

radio ! cuerda

[
I
1
r’ centro

diametro

semicircunferencia

Figura 6. Elementos de la circunferencia

Fuente: Autor

Definicién circunferencia:

“Circunferencia es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de
tal manera que se conserva siempre a una distancia constante de un punto fijo de

ese plano” (Lehmann, 1990, p.99). El punto fijo se llama centro de la circunferencia,

y la distancia constante se denomina radio

(h,k)

centro

Figura 7. Determinacién de la cénica, hipérbola

Fuente: Autor
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= Segunda Etapa

Tema: Definicién de circunferencia:

Actividad 2.1. Dibuje el lugar geométrico que representa una circunferencia
usando su definicion y herramientas de Geogebra, para esto se sigue los

siguientes pasos:

A Punta |
1) Usando la opcién punto de la barra de herramientas
ubicamos un punto cualquiera en el plano cartesiano (punto C).

2) Se crea un deslizador llamado radio, configurado de la siguiente manera.

Fooicodor x

Nombre

~ # Nomero

" ¢ Angulo |radi0

| T Entero - Aleatorio

Interva|0| Deslizador | Animacicn|

Min: |0 Max: |1 0 Incremento: |1
OK Cancela

Figura 8. Configuracion de herramienta deslizador

Fuente: Autor

Segmento de [ongitud dada

3) Use la herramienta |

, haga click en el punto A e ingresamos

en la longitud del segmento la palabra “radio”.

2 Segmento de longitud dada

Longitud

radio Ll

Figura 9. Longitud del segmento enlazado con deslizador radio

Fuente: Autor

4) Observe como la longitud del segmento varia segun se cambia el valor del

deslizador, al segmento se renombra como “r".

|
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r;Fio =7

Figura 10. Grafico del segmento segun el valor del deslizador
radio

Fuente: Autor

5) El punto C es fijo, ahora en el punto A, en propiedades escoja la opcion

rastro y animaciéon. Se puede ademas cambiar el estilo del punto.

e e S I S I [ I |
c HEEDIEEEEEEEEEE
Punto A: Punto sobre Circunferencia(C, radio)
Coordenadas polares
v . Objeto visible
v as Etiqueta visible
3 4 5 8 vJ4 Rastro

- . I

Figura 11. Configuracién de animacién para el punto A

Fuente: Autor

6) Enseguida se dibuja el lugar geométrico que representa a la circunferencia,

pues la distancia entre el punto “C” y “A” siempre es la misma.

Y o & Y i
ot 3 et e e
11 11
2,
9 R 9
8 8 A
; 4 , R
| 5 [
5 r
® C
4 4
3 3
— o 11/ 2
e/ |
0 i
5 -4 1101 34 5 6 7 8 8 1011 12 ‘B 5 4o *14012 4 1011 12 13
I P
_3 -3
_a -4

Figura 12. Gréfico de la circunferencia

Fuente: Autor
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7) Si movemos el deslizador, se continGia dibujando el lugar geométrico que

representa a una circunferencia.

Y N

|
=
-
o
I
N]

"

P

0

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
FTT T

1
|
Figura 13. Gréfico de la circunferencia segun el valor del deslizador radio

Fuente: Autor

8) Responda a las preguntas:
¢, Qué representa el punto C?
Representa al centro de la circunferencia y es un punto fijo.
¢ Qué caracteristica se cumple entre el punto Ay C?
La distancia entre los dos, sin importar donde se ubique el punto A es la
misma, a esa distancia le llamamos radio. Ademas, el punto A siempre

pertenece al lugar geométrico que representa la circunferencia.

Actividad 3

Tema: Ecuacién ordinaria de la circunferencia
Objetivos:

- Conocer la ecuacion de la circunferencia (canénica y ordinaria)
- Identificar la representacion de los elementos h, kK y r en la
circunferencia a través de la aplicacion de ecuacion ordinaria de la

misma y el uso de deslizadores en Geogebra.

|
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- Determinar la ecuacién de una circunferencia dados el centro y el
radio.
- ldentificar la ecuacion canonica de la circunferencia como un caso
particular de la ordinaria que cumple la condicién de centro (0,0).
= Formade trabajo: Individual.
= Tiempo aproximado: Tres horas pedagdgicas
= Planificacion (plan de clase): Anexo 5
= Descripcion de la actividad: Se parte del planteamiento de la ecuacién
ordinaria de la circunferencia, a partir de ahi se plantean ejercicios para
identificar adecuadamente los coeficientes h, k, r y lo que representan en la
circunferencia.
Luego se plantean actividades para inferir como hallar las ecuaciones dadas
las coordenadas del centro y el valor del radio de la circunferencia, ademas
como representarlas graficamente. En base a la ecuacién ordinaria se
plante6 un ejercicio en clase y otros a casa para identificar a la ecuacion en
forma canonica de la circunferencia. Todas las actividades las realizaron
primero en Geogebray luego de manera analitica, para de esta forma buscar
que el software brinda apoyo tanto al entendimiento del ejercicio como a la

comprobacién de la resolucion.

Desarrollo:

= Primera Etapa

Determinacién de los temas a tratarse

|
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]
-Ecuacién ordinaria de la circunferencia.

-Ecuacién canénica de la circunferencia.
-Ecuacion general de la circunferencia.

-Relacion entre h, k, ry D, Ey F.

Revision conceptual

Ecuacién candnica de la circunferencia

En la figura 14 se puede ver una circunferencia con centro en el punto C(h,k) y

radio r, se tiene ademas un punto P(x,y) que pertenece a la circunferencia.

(h.k)

centro

Figura 14. Circunferencia con centro h,k y radio r

Fuente: Autor

En esta se cumple que:

PC=+(x—h)?2+ (y—k)? Se halla la distancia entre los puntos Py C

r=(x—-h)?2+y—k)? Se aplica que PC = r por la definicién de

circunferencia

|
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(x—h)?+(@y—-k)?=r? Elevando al cuadrado a ambos lados de la

igualdad

Por lo tanto, la ecuacién de la circunferencia es:
(x —h)?+ (y —k)*> =r?

con centro (h,k) y radio r. A esta ecuacion se le llama ordinaria.

Si el centro esta en el origen (0,0) la ecuacidon quedaria:

y se le llama ecuacion candnica de la circunferencia.

Segunda Etapa

Actividad 3.1. Ecuacion ordinaria de la circunferencia: Grafique la
circunferencia usando la ecuacién ordinaria de la circunferencia, use deslizadores

para los coeficientes h, k y r, se usa como guia lo siguiente:

1) Cree tres deslizadores h, k y r usando la herramienta |

con las configuraciones presentadas.

i

‘Nombre
I

« Namero

- Angulo

| CEntero @ Ajeatorio

Interva|0| Deslizadar| Animacién|

Min: |—10 Max: |10 Incremento: |1
OK | Cancela

|
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21

© Numerg | Nombre

 Angulo lk

C Entero  r Aleatorio

Interva|0| Deslizador | Animacién|

Min:|-10 Méx:|10 Incremento: |1 |
OK Cancela

& Numero | MNombre
 Angulo Ir

© Entero Aleatorio

Intervalol Deslizador| Animaci6n|

Min: IO Max: |1 0 Incremento: |1
OK Cancela

Figura 15. Configuracién de deslizadores h, ky r

Fuente: Autor

2) Escriba en la entrada del programa (x — h)? + (y — k)? = r2.

Entrada:|(x-h)A2+(y-k)A2=rA2)

Figura 16. Ingreso de ecuacién en entrada de Geogebra

Fuente: Autor

3) Se observa que se representa una circunferencia, vaya propiedades de

esta y cambiamos color y estilo.

=
I
-

c
-15 -14 -13 =12 -11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 ]

1T 2 3 4 &5 6 7 8 @ 10 11 12 13 14 15 16 17
. . . I I
\

Figura 17. Grafica de circunferencia segin deslizadores h,k y r

Fuente: Autor
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4) Mueva los deslizadores y observe que sucede con cada uno de ellos.

5) Introduzca en la entrada C=(h,k), se ve que se dibuja un punto dentro

de la circunferencia.

6) Vaya a la opcion 2SIl v dé click en cualquier lugar de la
circunferencia, se va a dibujar un punto en ella. Dibuje un segmento entre
el centro C y este punto.

7) Vuelva a mover los deslizadores.

151y ht 14

Y h=6
14 i — 13
13 k=6 12 =0
12 * | @
1 r=4 10 re7
o g @t
A NG g 8
3 7
4
/ ) o] ~
C N 5
4
\ 5 7
N 2 \
< A 3 1
~_| 1, 0 c
1 98-7-6-5-4-3-24 [01 2 34567 8910112014
a X )
9-8-7-6-54-30-1f01 2345578 91011121374 /
-2 -4
-3 -5
- -6
4 ™~ [~
5 -7

Figura 18. Diferentes graficas de circunferencia segiin movimientos de deslizadores h,k y r

Fuente: Autor

8) En la vista algebraica, en donde se nos muestra la ecuacion de la

circunferencia graficada se arrastra dicha ecuacién a la vista grafica.

|
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12 -
" =75
10 -
9
8 ] [
5
C

-5 -4 -3 -2 - 01 2 3 4 5 677 8 89 1011 12

-3
c:(x—=3)2+(y—3)2=25
HENEEEEEENE

Figura 19. Circunferencia con su respectiva ecuacion en forma ordinaria

Fuente: Autor

¢, Qué representa el Punto C?

El centro de la circunferencia

¢, Qué representa h?

La abscisa del centro de la circunferencia (coordenada en x)?

¢, Qué representa k?

La abscisa del centro de la circunferencia (coordenada en y)?

¢, Qué representa r?

Representa el radio de la circunferencia.

¢, Qué ocasiona un movimiento del deslizador h 'y k?

|
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En el caso de h produce un desplazamiento horizontal de la

circunferencia y en el de k un movimiento vertical de la misma.

El cambio de los deslizadores, ¢ocasiona un cambio en la
circunferencia?

Desde luego, ya que los valores que tengamos en h, k y r estan
relacionados con la ecuacion de la circunferencia (x —h)? + (y — k)? =

r2 . Por lo tanto, cambia la ecuacion observada en la vista gréfica.

¢Para obtener circunferencia cuyo el centro esté sobre el eje de las
abcisas que debo hacer?

Se debe tener a k=0 y h puede tomar cualquier valor.

Actividad 3.2. Ecuacion canédnica de la circunferencia: Del applet anterior se
ubica los deslizadores en 0 y sigue lo planeado a continuacién:

1) Realiza movimientos en el deslizador “r".

[l
[=]

1
1
1
1
1

r=4
L]
c: X +y:—16
5
,"-s/-_‘l'
AL 3
N
1
C
T-6s43-2-1 fo1 23§ 567 88 1012131
NERREREY,
NP
~° e
s

Figura 20. Circunferencia con centro en el origen

Fuente: Autor

|
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¢,Dbnde se ubico el centro de la circunferencia?
El centro de la circunferencia se ubicé ahora en el origen, cuyas coordenadas son

(0,0).

¢, Qué paso con la ecuacion de la circunferencia?
Al eliminarse los coeficientes h y k, queda de la forma x? + y2 =r?, es la

ecuacion canonica de la circunferencia.

Actividad 3.3. Determinar la ecuacion de una circunferencia dadas ciertas
condiciones. Se plantearon algunos ejercicios en los cuales se daban como datos
las coordenadas del centro y del radio (o existia una condicidén para determinarlos)
y con estos plantear la ecuacion solicitada. Ademas, que los estudiantes resolvian
los ejercicios usando Geogebra, importante fue el uso de conocimientos previos

como distancia entre dos puntos.

También se trabajé que dada la ecuacion obtengan la informacién solicitada y

puedan representarla graficamente.

Encuentre las ecuaciones de las siguientes circunferencias y grafique:

a) Centro (-6,7) y radio 3

Con Geogebra:

1) Seingresa en la entrada C=(-6,7)

|
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2) Use la opcién marco el punto C y luego

me solicita el radio, coloco 3.

Radio

A Y A |
x|

3

OK Cancela |

o — o ow

-2 -1 |01

2 3 4 5 &6
L

10 11 12 13 14

[l

7T 8 9
[ L D O R

Figura 21. Ingreso de valores del radio

Fuente: Autor

3) Arrastre la ecuacion de la vista algebraica a la vista gréfica

13
12
11
10

S

e (x+6P+(y—772=9

T

o~ N oW R o @ N

16-15-1413-12-11-10 ¢ 8 7 6 5 4 3 2 1

! ! B : 1
2
-3
-4

-5

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Figura 22. Grafico de la circunferencia con centro (-6,7) y radio 3 con su ecuacion

Fuente: Autor

4) Laecuaciénes (x +6)2+ (y—7)2=9

Analiticamente:

C(-6,7)

(x —h)?+ (y—k)* =r?

William Manuel Gonzalez Gallegos

h= -6, k=7

Ecuacion ordinaria de la circunferencia
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(x—(-6)?+(y—7)2 =32 Se sustituye h por -6, k por 7 y r por 3

(x+6)22+(@y—-7)2=9 Ecuacion de la circunferencia

b) Centro (0,0) y radio 5
Con Geogebra:
1) Seingresa en la entrada C=(0,0)
2) Use la opcion marco el punto C y luego
me solicita el radio coloco 5.

3) Arrastre la ecuacion de la vista algebraica a la vista gréfica

11
10
9
8

c: X +y’ =25

11-10 -9 -8 -7 -6 45 -

™
&
'
w
[N}

|
AR
£ ow o o= Jo—- now &

[
© o - o

Figura 23. Grafico de la circunferencia con centro (0,0) y radio 5 con su ecuacion

Fuente: Autor

4) Laecuacion es x2 +y2 = 25

Analiticamente:

C(0,0) Circunferencia con centro en origen
x2+y2=r? Ecuacién candnica de la circunferencia
x% +y? =752 Se sustituye r por 5

x?+y2=25 Ecuacion de la circunferencia
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c) Centro (-3,-5) y que pasa por el punto (-2,4)

Con Geogebra:
1) Seingresa en la entrada C=(-3,-5)
2) Seingresa en la entrada A=(-2,4)
3) Trace un segmento entre Ay B, y en propiedades se muestra el

valor de este.

Figura 24. Segmento rectilineo entre los puntos Ay C con su longitud

Fuente: Autor

¢, Qué representa el valor de AC?

Determina la medida del radio

4) Use la opcion marcando primero el punto

C y luego el A.

5) Arrastre la ecuacion de la vista algebraica a la vista gréafica

|
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22 20 18] 16| 14| <12 /10| 8 [ 5 [ LX) ol 2 aN 6 &8 [ 10 12 14| 16 | 18

NEEEE ._10 v,

-2 v
A i

Figura 25. Circunferencia con centro (-3,-5) y que pasa por el punto(-2,4)

Fuente: Autor

6) La ecuacion seria (x + 3)2+ (y + 5)2 = 82

¢ Sin usar la opcion se podria resolver el
ejercicio?

Si, con la medida del segmento AC que aproximadamente es 9,06 se
usaria la opcion ya qgue AC es el radio.

En este caso la ecuacion seria (x + 3)? + (y + 5)? = 82.07, se ve que

varia el valor de 2 por el uso de decimales de la longitud del radio.

Analiticamente: C=(-3,-5) A=(-2,4)

C=(-3,-5) y A=(-2,4) C es centro y A punto en la

circunferencia

AC = \/(_5 — 4)2 + (=3 + 2)2 Distancia entre dos puntos, pues
AC =82 AC es radio de la circunferencia.

|
William Manuel Gonzalez Gallegos 87



UNIVERSIDAD DE CUENCA

(x—h)?+@—-k)32=r? Ecuacion ordinaria de
circunferencia
(x — (=3))? + —(y — (=5))? = (v/82)? Sustituyo valores de h, ky r

(x+3)2+ (y+5)? =82 Ecuacion de la circunferencia

d) Determine la ecuacién de la siguiente circunferencia

%
s
7
s
4
3
7 T~
2
1
7 X
87?7675747372ﬁ10123456789101‘1213141516
Py . |
- C 1A
-4 * ?
_5 [
-6
M /
N /
410
-1
-12
13 Il

Figura 26. Gréfico de una circunferencia con centro (5,-4) y radio (7)

Fuente: Autor

Analiticamente:

C=(5,-4) Identificamos valor del centro
r=7 Determinamos que el valor de
radio=7

|
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(x—h)?+@—-k)32=r? Ecuacion ordinaria de la
circunferencia
(x=57%+—-(y—(-4)* =72 Sustituimos h, ky r
(x=52+(@y+4)?%=49 Ecuacion de la circunferencia
Con Geogebra:

1) Ingreso en la entrada C= (5,-4)

2) Uso la opcién marco el punto C y luego

me solicita el radio, se coloca 7.

3) Arrastre la ecuacion de la vista algebraica a la vista gréafica

Y
7
c: (x—5)°+(y+4)2=49
3
— ~
2
/ X
554*3*2/11012345678910N12131415
/0, A\
L3 -
4
-5
-
\[* /
N
dio =
oy =
di2
i3

Figura 27. Grafico de una circunferencia con centro (5,-4) y radio (7) con su ecuacion
ordinaria

Fuente: Autor

4) Laecuaciénes (x —5)% + (y + 4)? = 49

|
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Actividad 4
Tema: Ecuacion general de la circunferencia y aplicaciones

Objetivos:

- Conocer la ecuaciéon general de la circunferencia.
- Determinar las ecuaciones de circunferencias dadas varias
condiciones.
- Realizar el grafico de circunferencias a partir de su ecuacion y/o
diferentes condiciones.
- Determinar la pertenencia de un punto a una circunferencia.
- Analizar una circunferencia a través de los coeficientes D, Ey F.
- Resolver problemas con la ecuacion de la circunferencia.
= Formade trabajo: Individual.
= Tiempo aproximado: Cuatro horas pedagdgicas
= Planificacion (plan de clase): Anexo 5
= Descripcion de la actividad: En primera instancia se presenta la ecuacion
general de la circunferencia, se desarrolla applets en Geogebra para
analizar a la circunferencia a través de los coeficientes D, E y F; y estudiando
el valor del discriminante en la ecuacion.
Se plantea la obtencion de la ecuacién de la circunferencia dadas
condiciones diferentes al centro y radio, también como pasar de la ecuacién
ordinaria a la general y viceversa. Finalmente la aplicacion de la ecuacién

de la circunferencia en la resolucion de problemas (aplicaciones).

Desarrollo:

= Primera Etapa

Determinacion de los temas a tratarse

|
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-Ecuacion general de la circunferencia.

-Relacion entre coeficientes D, E, Fy h,kyr

Revision Conceptual

Ecuacion general de la circunferencia

A partir de la ecuacion ordinaria de la circunferencia se puede encontrar la

ecuacion general de esta.

Por lo visto anteriormente se tiene que:

x—h?*+-k?=r?

x%? —2xh+ h? + y%? — 2yk + k? = r?

x?+y?—2xh —2yk+h*+k?*-1r2=0

x*+y?+Dx+Ey+F=0

Se puede denotar que h = —g yk = S

2

Ecuacion ordinaria de la

circunferencia.

Desarrollando los cuadrados

Ordenando e igualando a cero

Reemplace —2h = D,—-2k = E

y h®+k2—712=F

Se tiene la ecuacién general de la

circunferencia.

De la sustitucién de h y k por sus equivalenciasconDy E en h? + k2—r?2 =F,y

despejando r se tiene que r = % D? + E? — 4F.
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|
Ejercicio 4.1. Ecuacién general de la circunferencia: En este ejercicio se

desarrollé un applet en Geogebra en donde se varia los deslizadores D, E y F para
identificar cuales son los cambios en la circunferencia y encontrar de esta manera

la relacion con los parametros h, k y r.

Grafique una circunferencia usando la ecuaciéon general de la circunferencia,

use deslizadores para los coeficientes D, Ey F.

a) Se crea tres deslizadores D, E y F usando la herramienta con intervalo
minimo de -10 y maximo de 10, con un incremento de 1. ‘
b) Escriba en la entrada del programa x? + y? + Dx +Ey + F =0, use la

funcion centro, ingresando en la entrada centro(c).

Entrada; xA2+yA2+D*x+E*y+F=0

» vista Alg{ RECTA | XI[» Vista Grafica X]

Niamero | Dos puntos

[
~® D=1 7 d)
~® E=1
®F=1 f

-13 12 -1 -10 -8 -8 -7 -6 -5 4 -3 -2 -1

| A S N
T - T S SR SO

Entrada:|xA2+yA2+D*x +E*y+F=0 a: @

Figura 28. Ingreso de deslizadores D, Ey F

Fuente: Autor

c) Se mueve los deslizadores D, E y F; se analiza que sucede al movimiento

de cada uno.

|
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gY
D=2
8 -
7 E=4
; F=154
® )
4
3
2
E
~
//'\ ol N X
43 12 =11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -/-3 -é\-1 01N 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
B
( .
-3
\ -4 /
Y P
-5
7

Figura 29. Gréfica de circunferencia segin movimiento de deslizadores D, Ey F

Fuente: Autor

d) Usando la opcion texto realice los calculos de h, k y r en la circunferencia,
ademds se va a mostrar esos valores en el elemento correspondiente,

usando la opcién propiedades.

Edita | Edita

h=-frac{D}¥2} ' |h=frac{FormulaTexto(FérmulaTexta(D)) H2}
% Formula LaTeX~|| Simbolos~| Objetos~| | ~ Férmuia LaTeX~|| Simbolos~|| Objetos-
[ a =] T [ T [ T [ [ Jflalel [ | [ [ | | |
Vista previa | Vista previa

h:—g h=—§

Figura 30. Ingreso de calculo del parametro “h”

Fuente: Autor

g)([n i i i 1 1‘ zntn ) ) [ ) y y y y i i 5‘
' |Edita Edita

}1=|F6rmuIaTexto(FérmuIaTexto((—D) 12)

F=[FermulaTextot £ 2 (D% + E2 - 4F)°(1 1 2))

~ Férmula LaTeX ~ ‘ Simbolos ‘ Objetos-l ' Formula LaTeX ~ ‘ Simbolos ~ | Objetos ~
k2 | | fafmf [0 1 [ ]
Vista previa Vista previa

h=-1 =0

Figura 31. Ingreso de calculo del parametro “r’

Fuente: Autor
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s Y
D=2
8 4
7 |- - E=4
| & —T——t—t——t—
F=54
l | |
4
—3
1 -
B
/! a\\ X
-3 2110 9 8 -7 6 5 —f -3 -i\r-‘1"--341\g 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
-1
b L |e \__2 r=% D2 k2 AR
k=77 k=3 (-1.1-2)
3
he 2 pe- 2 A/ v = o VP AR
“ N - /
. L_L N b
E
7

Figura 32. Muestra de los calculos de parametros h, k y r en Geogebra

Fuente: Autor

¢, Qué sucede al mover el deslizador D y por qué?
La circunferencia se desplaza horizontalmente, la ordenada del centro
se mantiene constante, pero el radio de la circunferencia varia

aumentando o disminuyendo. Esto sucede ya que la abscisa del centro
depende del valor de D, pues, h = —g y el valor del radio también

depende de D.

¢, Qué sucede al mover el deslizador E y por qué?
La circunferencia se desplaza verticalmente, la abscisa del centro se
mantiene constante, pero el radio de la circunferencia varia aumentando

o disminuyendo. Esto sucede ya que la ordenada del centro depende del

valor de E, pues, k = —g y el valor del radio también depende de D.

¢, Qué sucede al mover el deslizador F y por qué?
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Unicamente el radio de la circunferencia varia, pues depende

directamente de F y mantenerse D y E constantes, solo el radio cambia

pues, r = -VD? + EZ — 4F.

e) Ahora calcula solo el valor del D? + E? — 4F usando las herramientas
texto de Geogebra.

x

Edita
DM2H+EN2}-4F=FormulaTexto(D?) +F érmulaTexto(E2) -4(|FormulaTexto(F) )

~ Formula LaTeX~|| Simbolos~

|Objetos'|
oa [ | | | | | | |

Vista previa
D*+ E* —4F = 4 4 16 — 4(4.5)

Figura 33. Ingreso de cdlculo de D? + E? — 4F
Fuente: Autor

Y
9 =4
0 &
E=x4
7 &
6 F=45
&
Y 2 Pl A al1e AfA = 5
D=1 4t —=dAF1o—=4{4d5
,-. 2 4 L
D E—=d4F= 4

Figura 34. Muestra de los célculos de D? + E2 — 4F en Geogebra
Fuente: Autor

f) Mueva los deslizadores varias veces, identifique las condiciones
planteadas en la tabla

Completamos la tabla 2:

|
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Tabla 6. Gréfica de circunferencia segun valor D? + E%2 — 4F

Valor de D? + E? — 4F Resultado en la gréfica
=0 Un punto
>0 Una circunferencia
<0 No se grafica nada

Fuente: Autor

Ejercicio 4.2. Circunferencia sujeta a condiciones: En este ejercicio se analiza
la pertenencia de un punto al lugar geométrico circunferencia, partiendo de la
consigna de que si pertenece al lugar geométrico circunferencia satisface la

ecuacion que la representa.

Dada ecuacion de la circunferencia x? + y? — 4x — 8y + 10 = 0, determina cuales

de los siguientes puntos pertenece a la misma, A(1,1); B(-1,3), C(-1,4) y D(2,4).

Con Geogebra:
a) Se escribe enlaentrada x?2 +y?2 —4x—8y +10=0
b) Ingresaen la entrada cada uno de los puntos A=(1,1), B=(-1,3), C=(-1,4) y

D=(2,4).
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c)

d)

Figura 35. Gréfica de circunferencia x? + y> —4x — 8y + 10 =0

con puntos que pertenecen y no a al lugar geométrico
Fuente: Autor
De donde se denota graficamente que los puntos A y B pertenecen a la
circunferencia.

Ahora vaya Calculo simbdlico e introduzca la ecuacion x2 + y? — 4x — 8y +

10=0

T T g OpCin sustituye

=] = | 4 5 Hk’}jpﬁ X~ f[[& &

b Vista Algebraica E_I b Calculo Simbélico (CAS) X+ vista Grafica
Cénica 1 | x2ey2axsyrio=q @l | |# C¥]
®c(x-27+(y-47=10 ' i ' '

Figura 36. Ingreso de ecuacion x? + y2 — 4x — 8y + 10 = 0 en vista calculo simbélico

Fuente: Autor

Escoge la opcion sustituye y colocamos en x y y los valores de los pares

ordenados (abscisa y ordenada) en esta caso A(1,1) y presionamos ;l
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) Vista Algebraica =3 ll » Calculo Simbolico (CAS) ﬁl ¥ Vista Grafica ﬁl
. Cénica 1 |x"2+y“2—4x—8y+10=0 LI Talck
@ Ci{x-2+(y-4F=10 I %
~ Lista ‘
listal = {1, 1} 7
~ Punto x
@ A=(1,1) Expresion previa | Expresion nueva
@ B={1,3)
@ c=(4,4
@ D=(2,4) Y 1
C
4 <
B
3
2
A
1
==~
0 X.
| 7 5 5 4 3 2 1 0
| | | | | | | |
» Calculo Simbélico (CAS) X|

1 | xP2+y"2-4x-8y+10=0
Sustituye, x=1,y=1: 0=0

-~

Figura 37. Sustitucién de las coordenadas de puntos A en la ecuacion x? + y?% —
4x — 8y + 10 = 0 usando el calculo simbolico
Fuente: Autor

¢, Qué pasa con la ecuacion al sustituir con el punto A?

En este caso se nota que al sustituir a x y y por la abscisa y ordenada del
punto A se satisface la igualdad.

¢, Qué sucede con los otros puntos?

Vemos que con el punto B se satisface la ecuacion, pero con el Cy D.

XM 2+y"2-4x-8y+10=0

Sustituye, x=-1y=4: —1 =0

Figura 38. Sustitucion de las coordenadas de puntos D en la ecuacién
x%+y? — 4x — 8y + 10 = 0 usando el calculo simbolico
Fuente: Autor

|
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¢, Qué conclusion tenemos al comparar con los resultados del paso c¢)?

Que un punto pertenece al lugar geométrico si este satisface a la ecuacion

gue lo representa, es decir si pertenece a la circunferencia también

pertenece a la ecuacion de ella.

Analiticamente:

x2+y2—4x—-8y+10=0

A(1,1)

D2+ (1)?-4(1)-8(1)+10=0
1+41-4-8+10=0

0=0

B(—1,3)

-D*+(3)*-4(-1)-8(3)+10=0
1+9+4-24+10=0

0=0

A(-1,4)

Ecuacién general de la circunferencia.

abscisa=1, ordenada=1

Sustituimos a x=1y y=1
Satisface a la ecuacion por lo tanto el
punto A si pertenece a la

circunferencia.

abscisa= -1, ordenada=3

Sustituimos a x=-1y y=3

Satisface a la ecuacion por lo tanto el

punto B si pertenece a la

circunferencia.

abscisa= -1, ordenada=4
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Sustituimos a x=-1y y=4

(-1)?+(4)?*-4(-1)—-84)+10=0
No satisface a la ecuacién por lo tanto
1+16+4—-32+10=0
el punto C no pertenece a la

-1+#0
circunferencia.
A(2,4) abscisa=2, ordenada=4
2>+ (4)?-4(2)—-8M4)+10=0 Sustituimos a x=1y y=1
44+16—-8-324+10=0 No satisface a la ecuacion por lo tanto
el punto D no pertenece a la
—10#0 circunferencia.

Ejercicio 4.3. Tangente a la curva: Se especificO este ejercicio para que se
plantee las relaciones de tangencia de una recta y una circunferencia, ademas para
gue aplique conocimientos previos como ecuacion de la recta y relacion de

perpendicularidad.

Hallar la ecuacién de la tangente a la circunferencia x? + y2 — 8x — 6y + 20 = 0

en el punto (3,5).

Con Geogebra:

1) Seingresa en la entrada la ecuacién x? + y2 —8x — 6y +20 =0
2) Agregue el punto A=(3,5)

3) Determine el centro de la circunferencia con la funcidon Centro( <Conica>)

|
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Figura 39. Gréfica de la circunferencia x? + y? — 8x — 6y + 20 = 0 y punto A=(3,5)
Fuente: Autor

4) Se parte de la definicion de recta tangente: “La tangente se define como una
recta que tiene un solo punto en comun con la circunferencia” (Lehmann,
1989, p. 120), por lo tanto, para que ocurra esto dicha recta debe ser
perpendicular el radio en el punto de tangencia, ya que si no fuera asi
cortaria a la circunferencia en mas de un punto siendo una recta secante.

5) Use la herramienta perpendicular % pempendiouar entre el punto de
tangencia y el radio.

6) La recta obtenida seria la recta tangente, no queda méas que arrastrar la

ecuacion de la vista algebraica.

Figura 40. Recta tangente de la circunferencia x? + y? — 8x — 6y + 20 = 0 con el
punto A=(3,5)
Fuente: Autor
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¢, Qué condiciones cumple la pendiente del radio y de la recta

tangente?

Al ser perpendiculares cumplen el principio de perpendicularidad en

donde las pendientes son inversas y de signo contrario.

Analiticamente:

x2+y2—-8x—6y+20=0

x2—8x+y2—6y+20=0

x2—8x+16—-16+y2—6y+9—9+20=0

(x2—8x+16)— 16+ (y2— 6y +9) —9+20 =0

(x—4)2—16+(y—3)>—9+20 = 0
(x—4)*+(y—-3)>-5=0

(x—4)*+(@y—-3)*=5

Y2—W1
m1=

X2 —Xq

_3—5
™ =373
my = —2

Ecuacion general de la circunferencia.

Se expresa a la ecuacion general
como ordinaria para determinar las
coordenadas del centro.

Se completa los cuadrados y

determina cada trinomio

Factorar

De donde el centro tiene coordenadas

(4,3) y el radio es V5

Determina la pendiente del radio
usando el punto tangente A(3,5) y el

centro (4,3)
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m _L Por ser perpendicular la recta tangente
2 — my
y el radio.
1
m, = —_—2
1
m, ==
272

Ecuacion recta punto-pendiente, pues
y—y1=m(x —x;) P P P

1 tangente pasa por punto A(3,5) y la
y=5=5(x-3)
2 pendiente es m,

2y — 10 = (x — 3)
x—2y+10-3=0 Se expresa de la forma general

x—=2y+7=0 Ecuacion de la recta tangente.

Se pudo identificar que la ecuacion obtenida es la misma que con el

software Geogebra.

Ejercicio 4.4. Aplicacion: Resolver el ejercicio propuesto:

Dos antenas de radio emiten ondas circulares a partir de dos puntos distintos Ay
B. Cada onda cubre una distancia maxima de 5km. Si se supone que los puntos A

y B pertenecen al plano cartesiano, tales que A(1,2) y B(6,10), entonces:

Halla la ecuacién que describe la maxima distancia alcanzada por cada

una de las ondas.

|
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Determinar si un sector C que se encuentra en la coordenada (6,4) recibe

alguna de las sefales.

Con Geogebra:

a) Seingres los puntos A=(1,2) y B=(6,10) en la entrada.

¢, Qué representa los 5km en la circunferencia y respecto a la

antena?

Representaria el radio de la circunferencia y en la antena seria la

maxima emision.

b) Mediante la

herramienta dibujar dos

circunferencias con centro en A y B, y radio 5. Configure las

circunferencias con lineas entre puntadas y se arrastra la ecuacién

de cada una de las ecuaciones de la vista algebraica.

~
v

c: (x—6)2+(y—102 =25

Ty di(x—1P+(y—-27=25] x

o1 2 3 4 5 6 7 B 9 0 1" 12 13 14 15 16 17

Figura 41. Circunferencias que describen la emisién méaxima de las antenas Ay B

Fuente: Autor
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De donde (x —6)2+ (y—10)2=25y (x —1)? + (y — 2)? = 25 seran las
ecuaciones que describen la maxima distancia alcanzada por cada una de
las ondas.

c) Se realiza una animacion de la emisién de ondas, para esto se

crea un deslizador de nombre “’ con las siguientes

configuraciones.

Basica DES”ZSUDfl Culorl Posiciénl AIgebra' Avanzadol Programa de

" Intervala
Mir: |D M |5 Incrermento: ID.1

 Deslizador

[~ Fijacidn I~ Aleatorio IerticaI Ll Ancho: IEDD PX

rAnimacidn

velocidad: [2 Repite: |= Creciznte =]

Figura 42. Configuracion del deslizador r para realizar la animacion
Fuente: Autor

d) Cree dos circunferencias mas usando

con centro en Ay B, pero de radio “r", para que se enlace con el

deslizador.

c: (x—6)°+(y—1002=25

L= =~
- ~

~

R N
11 ! { s \ !
0
1 IS
s \
N A
TR =T 4
’ a_——--—\ SN 4- ‘
l . R i
\
B : '
1.le \
\ L, ]
0

Ao R S
kY

Figura 43. Circunferencias auxiliares para simular la emision de ondas
Fuente: Autor
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e) Ingrese a propiedades de la circunferencia “e€” y en programa de

guion coloque lo siguiente:

Basico| Color| Estilo| Algebra | Avanzado Programa de guion (scripting)

Al clic Al actualizar I JavaScript glnhall

—

sifr=5rastrafe trug) zoomalejail ,E}}|

Figura 44. Configuracion de la Circunferencia en B auxiliares para simular
la emision de ondas

Fuente: Autor

Esto es para que se dibuje el rastro de la circunferencia “e
emulando una onda.

f) Lo mismo se hace con la circunferencia f, pero escrita la
siguiente linea de programa.

Basico | Golor| Estila| Algebra | Avarzado Programa de guion (scripting

Alclic Al actualizar | JavaScript glnba||
‘ 1

Figura 45. Configuracién de la Circunferencia en A auxiliares para simular

Sifr=5,Rastro (Iitrue),ZUomAIejaﬁ A

la emisién de ondas6

Fuente: Autor

Obteniendo el siguiente resultado al activar la animacion del

deslizador “r".

|
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¥ [ L] ] | |
c: (x—6)*+(y—10)*=25

) =
d4 =
M =

i =
¢ =

N\
X

———
—
= N

Cd: (k=12 +(y-2P=25

Figura 46. Animacion de las circunferencia auxiliar para simular la emision de

ondas
Fuente: Autor

En donde las ondas se ven como una animacion.
g) Ahora para responder la segunda pregunta vamos a ubicar el

punto C=(6,4) en la entrada, observando lo siguiente:

Y S
c: (x—5)2+(y—10)2:25

N

.
. —

=
—

-—ﬁ%
=

Il
i

i

—_—

1

N\ =
W\%\\\g

=
-

i

R

Figura 47. Ubicacién del punto C en la animacién de la transmision de las

antenas
Fuente: Autor
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Podemos determinar entonces que el sector C no recibe sefial de

ninguna antena.

Analiticamente:

(x—h)?+@—-k)?=r? Ecuacion ordinaria de la circunferencia.

(x—1)2+(y—2)?=52 Sustituya el centro A(1,2) y radio =5

(x—1)2%2+(y—-2)2=25

(x—6)%+ (y —10)2 =52 Sustituya el centro B(6,10) y radio =5

(x —6)2 + (y —10)2 = 25

(x—1)2%2+(@y—-2)?2=25 Estas son las ecuaciones que describen la

(x —6)%? + (y—10)% = 25 maxima distancia alcanzada por cada una
de las ondas.

Analizando con el punto C(6,4) Para identificar si las ondas de alguna

antena llegan hacia el sector C
determinamos la distancia desde cada

centro hasta el punto.

A=(1,2) y C=(6,4) C punto sector y A centro de la

circunferencia

AC =\/(4—2)2 + (6 — 1)2 Distancia entre dos puntos.

|
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AC =+/26 Por lo tanto, la sefial de la antena A no
AC ~ 509 llega al punto C pues AC es mayor a

5, distancia maxima de onda antena
A.
B=(6,10) y C=(6,4) C punto sector y B centro de la

circunferencia

BC = \/(4 —10)2 + (6 — 6)2 Distancia entre dos puntos.
BC =36 Por lo tanto, la sefal de la antena B no llega

BC = 6 al punto C pues BC es mayor a 5, distancia

méxima de onda antena B.

Actividad 4.5. Aplicacién imagen: En esta vez se solicitdé a los estudiantes que
obtengan imagenes que representen circunferencias y creando deslizadores
obtener la ecuacion que simboliza la imagen.

Se presentan algunos ejemplos:

Leslie Pozo

c:(x—2P2+(y—05)3>=4

Figura 48. Ecuacién circunferencia usando deslizadores, objeto Luna
Fuente: Autor
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¢t (z—4)*+ (y — 6)% = 40.96

Figura 49. Ecuacion circunferencia usando deslizadores, objeto disco compacto
Fuente: Autor

Actividad 5
Tema: La parabola (definicidn, lugar geométrico)

= Objetivo:
- Aplicar las herramientas de Geogebra para reconocer el lugar
geomeétrico que representa a la parabola aplicando su definicion.
= Formade trabajo: Individual.
= Tiempo aproximado: Una hora pedagdgica
= Planificacion (plan de clase): Anexo 5
= Descripcion de la actividad:
Se parti6 de la definicion de pardbola como lugar geométrico, se solicité que
usen el Geogebra para dibujar la parabola tomando en cuenta su definicion

y demostrar que en esta se cumple lo planteado.

|
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Desarrollo:
= Primera Etapa
Determinacién de los temas a tratarse

-Definicién de parabola

Revisién conceptual

Definicién parabola:
Una parabola es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano
de tal manera que su distancia de una recta fija, situada en el plano, es
siempre igual a su distancia de un punto fijo del plano y que no pertenece a
la recta. El punto fijo se llama foco y la recta fija directriz de la pardbola. La
definicidn excluye el caso en que el foco esta sobre la directriz (Lehmann,

1990, p.149).

FoeolI)

3
dy 1
Vértice X

4 -8 -7 -6 -3 -4 -3| -2 -1 o1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Directriz

Figura 50. Parabola y sus elementos foco, vértice y directriz
Fuente: Autor

|
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= Segunda Etapa
Actividad 5.1. Definicion de pardbola: Dibuje el lugar geométrico que
representa una parabola usando su definicion y herramientas de Geogebra,

tome en cuenta los siguientes pasos:

1) en la entrada una recta horizontal que sera la directriz, en este caso y=-3
2) Vaya a la herramienta punto en objeto y marque en la recta anterior,

compruebe que el punto se mueve a través de la directriz “d”.

o - o w B oo o N o®

-7 6 5 -4 -3 -2-1 |01 2 3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12

A | Directriz

Figura 51. Recta directriz y=-3para graficar parabola

Fuente: Autor

3) Se coloca un punto F sobre la recta anterior, este sera el foco.
4) Mediante la herramienta perpendicular, dibuje una recta perpendicular
entre Ay la directriz.

5) Trace un segmento entre Ay F.

o* Medio o Centro

6) Con la herramienta - hallar el punto medio del segmento AC

|
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F

ul

_\\MQ.e.mm-Jm

0 5
3 -7 6 -5 -4-3 -2/-1 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Directriz

Figura 52. Determinacién de punto medio en segmento AC

Fuente: Autor

7) Para cumplir la condicion de que la distancia desde A hasta un punto P sea
igual a la distancia de F a P (definicion de parabola), se dibuja un triangulo

isoésceles APF.

4
8
7
6
5
4
F
3
4
P 2
< /]
0
1-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4/ -3 27>+ _fo1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 11 12
-
=2 1
\Slé{ectriz
5

Figura 53. Gréfica de triangulos isésceles con base segmento AC

Fuente: Autor

|
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8) A continuacion, se activa el rastro del punto P, pues es con el cual se

cumple la condicién de igual distancias AP = FP y

9) Al mover el punto A se observa que se traza la parabola.

f

N

-0 -9 8 -7 6 5§ 4 -3 -2 -1 \3 6 10 "

Directry?

Figura 54. Gréfica de parabola al activar el rastro del punto P
Fuente: Autor

10) Para comprobar que cumple con la definicion, se configura para que se

visualice la longitud de los segmentos AP y FP, se logré identificar que las

medidas siempre eran las mismas.

11) Se recurre ademas al uso de la herramienta - Parébola marcando la
recta directriz y el foco, en donde se dibuja una parabola que coincide con

el rastro del punto P.

|
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/7
\
\

\

\

\

nm-9 8 7 6 6 43 2 1

112

Figura 55. Grafica de pardbola usando la herramienta parabola sobre
rastro de P
Fuente: Autor

¢, Qué sucede si desplazamos la recta directriz a través del eje y?

Continda representandose una parabola, es decir AP = FP

Actividad 6
Tema: La parabola (Ecuacién ordinaria 'y canonica)
= Objetivo:

- ldentificar los elementos de la parabola
- Conocer la ecuacion de la pardbola (candnica y ordinaria)
- Determinar la ecuacion de la pardbola identificados su vértice y
distancia focal.
= Formade trabajo: Individual.
= Tiempo aproximado: Una hora pedagdgica
»= Planificaciéon (plan de clase): Anexo 5

= Descripcion de la actividad:

|
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Se partio de la revision de la definicion de cada uno de los elementos de la
parabola, con la ayuda de Geogebra se plantearon ejercicios para
identificarlos y reconocer sus caracteristicas.

Se continua del planteamiento de la ecuacion ordinaria de la parabola, a
partir de ahi se plantearon ejercicios para identificar adecuadamente los
coeficientes h, k, y p

Luego se proponen actividades para inferir como hallar las ecuaciones
dadas las coordenadas del vértice y el valor de la distancia focal, ademas
como representarlas graficamente. En base a la ecuacion ordinaria se
planted un ejercicio en clase y otros a casa para identificar a la ecuacion en
forma canodnica de la parabola. Todas las actividades las realizaron primero
en Geogebra y luego de manera analitica, para de esta forma buscar que el
software brinda apoyo tanto al entendimiento del ejercicio como a la

comprobacién de la resolucion.

Desarrollo:

= Primera Etapa
Determinacion de los temas a tratarse
-Elementos de la parabola
-Ecuacion ordinaria de la parabola

-Ecuacién candnica de la parabola

Revision conceptual

Elementos de la pardbola

Segun Santillana (2017) los elementos de la parabola son:

|
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El foco F y la directriz | son el punto y la recta respectivamente, que equidistan de

cualquier punto de la parabola.

El eje de simetria o focal es la recta que pasa por el foco F y es perpendicular a la

directriz I.
El vértice V es el punto de interseccion de la pardbola con el eje de simetria.
A la distancia entre el foco y el vértice se le denomina distancia focal (p).

El lado recto PQ es el segmento cuyos extremos pertenecen a la parabola, pasa

por el foco y es perpendicular al eje de simetria.

A dichos elementos se los puede apreciar en la figura 53

Eje de simetria

Foco
Lado recto

F

A B
\
Vértice

directriz

Figura 56. Elementos de una parabola
Fuente: Autor
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Ecuacion ordinaria de la parabola
En la figura 54 podemos ver una parabola con vértice de coordenadas (h,k)

y la distancia focal p.

V(hk)

Directriz

Figura 57. Gréfica de parabola con las coordenadas referenciales de los puntos V,
P,FyA
Fuente: Autor

En esta se cumple que:

FP =PA Por definicién los segmentos tienen la misma
magnitud y aplicando distancia entre dos

puntos.

Ja—hn2+ G- (k+p)?=J&x—x)2+ @ — (k—p))?

Jx—h?2+ (@ - (k+p)2=(—(k—p)? Elevando al cuadrado cada

miembro

|
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(x—h)?+@—-(k+p)?=(y—(k—p))? Desarrollando cuadrados y

realizando productos

(x —h)? +y%2 — 2ky — 2py + k? + 2kp + p? = y? — 2ky + 2py + k? — 2kp + p?

(x — h)? = 2py — 2pk — 2pk + 2py Reduciendo términos
(x — h)? = 4py — 4pk Factorando
(x—h)?=4p(y—k) Ecuacién ordinaria de la parabola

Por la gréfica 54 se identifica que esta ecuacion es cuando el eje de simetria es

paralelo al eje y.

“Sip >0, la parabola se abre hacia arriba y si p <0, la parabola se abre hacia abajo”

Lehmann, 1990, p.152).

Siguiendo el procedimiento para demostrar la ecuacion ordinaria pero cuando el

eje de simetria sea paralelo al eje x, llegaremos a la siguiente ecuacion:

vy —k?=4p(x—h)

En donde, “si p > 0, la pardbola se abre hacia la derecha y si p < 0, la parabola se

abre hacia izquierda “(Lehmann, 1990, p.152).

Ecuacidon candnica de la parabola

Para este caso se analizara la situacion particular en la cual el vértice esté en el

origen, es decir h=0 y k=0; entonces tendremos:

x?> =4py Eje simetria paralelo al eje y

y? = 4px  Eje simetria paralelo al eje x

|
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Segunda Etapa

Actividad 6.1. Ecuacion ordinaria de la pardbola: Grafique la paradbola usando

la ecuacion ordinaria, use deslizadores para los coeficientes h, k y p, se usa como

guia lo siguiente:

1) Cree tres deslizadores h, k y p usando la herramienta |

con las configuraciones presentadas.

oesizzanr 5

‘Nombre
I

< Nimero

© Angulo

C Entero  » Aleatorio

] Interva|0|Deslizador|Animacic’m|

Min: |-10 Max: |10 Incremento: |1 ‘

OK Cancela
21
© Nimero | Nembre
¢ Angulo lk
C Entero - Aleatorio
Intervalol Deslizadorl Animacidn|
Min: |-10 Max: |10 Incremento: |1 |
oK Cancela
Deeslizador ¥
® Nimero IRIAGRTED
O Anguln 4

O Entern [ Aleatorio

Intervalo  Deslizador  Animacion

Min: |0 Max: (10 Incrementa: |1

[s]1¢ Cancela

Figura 58. Configuracion de deslizadores h, ky p

Fuente: Autor

2) Escriba en la entrada del programa (x — h)? = 4p(y — k).
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3) Observe que se representa una parabola, vaya propiedades de esta y

cambiamos color y estilo.

\ ] /

w
[

Figura 59. Grafica de parabola segun deslizadores h, ky p
Fuente: Autor

4) Mueva los deslizadores y observe que sucede con cada uno de ellos.

5) Introduzca en la entrada V=(h, k), se grafica un punto sobre la parabola

6) A continuacion, se arrastra la ecuacion de la parabola de la vista
algebraica a la grafica, previamente escoja el formato en él que se desea

presentar (forma ordinaria).
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i}
I

c:aly—1)=(x—1)

Figura 60. Parabola con su respectiva ecuacion en forma ordinaria
Fuente: Autor

¢, Qué representa el Punto V?

El vértice de la parabola

¢, Qué representa h?

La abscisa del vértice de la parabola (coordenada en x)?

¢, Qué representa k?

La ordenada del vértice de la parabola (coordenada en y)?

¢, Qué representa p?

Representa la distancia focal.

¢ Qué ocasiona un movimiento del deslizador h y k?
En el caso de h produce un desplazamiento horizontal de la parabola y

en el de k un movimiento vertical de la misma.

|
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El cambio de los deslizadores, ¢ 0casiona un cambio en la pardbola?
Desde luego, ya que los valores que se tienen en h, k y p estan
relacionados con la ecuacion de la pardbola (x — h)? = 4p(y — k). Por

lo tanto cambia la ecuacion observada en la vista grafica.

¢, Qué sucede si p>0?

La apertura de las parabolas es hacia arriba.

¢, Qué sucede si p<0?

La apertura de las parabolas es hacia abajo.

¢, Qué pasa si se varia los valores de P?
La apertura de la pardbola aumenta o disminuye segun el valor

absoluto de p sea mayor o menor.

7) Ahora, manteniendo los deslizadores y borrando la grafica anterior
Escriba en la entrada del programa (y — k)? = 4p(x — h).

8) Manipule los deslizadores.

|
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Figura 61. Parabola con ecuacion forma (y — k)2 = 4p(x — h)
Fuente: Autor

¢, Qué pasa con el gréfico de la parabola?

Se dibuja una parabola con el eje de simetria paralelo al eje x

¢, Qué sucede si p>0?

La apertura de las parabolas es hacia la derecha.

¢, Qué sucede si p<0?

La apertura de las parabolas es hacia la izquierda.

¢, Qué pasa si se varia los valores de P?
La apertura de la pardbola aumenta o disminuye segun el valor

absoluto de p sea mayor o menor.

|
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Actividad 6.2. Ecuacion candnica de la pardbola: Del applet anterior se ubica

los deslizadores h y k en0 y sigue lo planeado a continuacion:

1) Realiza movimientos en el deslizador “p”.

g
S8
4
e

@
N,

)

w

Figura 62. Parabola con ecuacion forma y? = 4px

Fuente: Autor

¢,Dénde se ubico el vértice de la parabola?
El vértice de la parabola se ubic6 ahora en el origen, cuyas coordenadas son

(0,0).

¢, Qué paso con la ecuacion de la parabola?
Al eliminarse los coeficientes h y k, queda de la forma y? = 4px, es la ecuacion
ordinaria de la parabola, también podria ser x? = 4py, dependiendo la direccién

del eje de simetria.
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Actividad 6.3. Determinar la ecuacion de una parabola dadas ciertas

condiciones: Se plantearon algunos ejercicios en los cuales se daban como datos
las coordenadas del vértice, foco, recta directriz o existia una condicion para
determinar algunos de estos parametros y con estos plantear la ecuacion solicitada.
Los estudiantes resolvian los ejercicios usando Geogebra, esta herramienta les
brindaba apoyo en el planteamiento o resolucion del problema, ademas les

ayudaba en la interpretacion o para comprobar los resultados.

Encuentre las ecuaciones de las siguientes parabolas y grafique:

a) Veértice (2,3) y recta directriz y=1

Con Geogebra:

1) Seingresa en la entrada V=(2,3)

2) Ingrese en la entrada la recta directriz y=1

[&]

B

directriz |

Figura 63. Vértice y recta directriz de la parabola

Fuente: Autor

|
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3)

4)

5)

] | | /

La herramienta parabola de Geogebra usa de referencia el foco
para graficarla, se identifica que el eje de simetria seria paralelo
al eje y; por lo tanto para calcular las coordenadas del foco

usamos F(h, k+p) tenemos que F(2,5). Con esto se introduce en

la entrada F=(2,2)

Use la opcion *\t Fardbola

’ marque el punto F y luego la
recta directriz.
En la vista algebraica escoja la ecuacién de la parabola de la forma

canlnica y arrastrela a la vista grafica, se tiene entonces:

5 B

o

@

directriz

Figura 64. Grafica de la pardbola con vértice (2,3) y directriz y=1 con su ecuacion

Fuente: Autor

6)

La ecuacion es (x — 2)? = 8(y — 3)

|
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Analiticamente:

V(2,3) h=2, k=3
y=1 Recta directriz
p=k—y Distancia focal, distancia de recta

directriz a vértice, abertura hacia

arriba
p=3-—-1
p=2 Distancia focal
(x —h)? =4p(y —k) Ecuacién canodnica de la parabola
con eje de simetria paralelo al eje y
(x—2)2=4x2(y—23) Sustituimos h=2, k=3 y p=2
(x—2)2=8(y—-13) Se tiene la ecuacioén de la parabola

b) Vértice (-4,-3) y foco (-4,-5)
Con Geogebra:

1) Seingresa en la entrada V= (0,-3) y F=(-3,-3)

2) La herramienta parabola de Geogebra usa de referencia el foco y
la recta directriz, se identifica que el eje de simetria seria paralelo
al eje x; por lo tanto para calcular la recta directriz se usa y=h-p,
sabiendo que p=-3(abertura hacia izquierda), entonces y= 3,

introduciendo a esta en la entrada.

|
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%]

v

o

o

Figura 65. Foco, Vértice y directriz de la parabola
Fuente: Autor

3) Use la opcion 2 Pardbol

marque el punto F y luego la
recta directriz.
4) Enlavista algebraica escoja la ecuacion de la parabola de la forma

candnica y arrastrela a la vista grafica, se tiene entonces:

Q

//
I
oM

47 16 15 14 13 12 91 10 9 8 7 6 5 W4 3 -2 -1Y 4 5T 9 1o 1
2
F V
3
8
76
//7

w

Figura 66. Grafica de la pardbola con vértice (0,-3) y foco (-3,-3) con su ecuacion
Fuente: Autor
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5) La ecuacién es (y + 3)% = —12(x)

Analiticamente:

V(0,-3) h=0, k=-3
F(-3,-3)
p=—-3-0 Distancia focal, distancia de recta

directriz a vértice

p=-3 Distancia focal

(y—k)?>=4p(x—h) Ecuacién canodnica de la parabola
con eje de simetria paralelo al eje x

(y—(-3)2=4%(-3)(x—0) Sustituimos h=2, k=3 y p=2

(v +3)2 =—-12(x) Se tiene la ecuacion de la parabola

c) Vértice (-3,5), pasa por el punto (5,9) y eje simetria paralelo al eje x
Con Geogebra:

1) Seingresa en la entrada V=(-3,5) y P=(5,9)

2) La herramienta parabola de Geogebra usa de referencia el foco y

la recta directriz, se identifica que el eje de simetria seria paralelo

|
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al eje y; por lo tanto se procede a calcular el valor de p, para esto
se usa la vista célculo simbdlico e introducimos la ecuacion

(v —k)? = 4p(x — h)

€I Actividad 6_3c.q9b

- 0 X

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

NN EERINE

Abrir sesién

* Calculo Simbalico (CAS)

B
T it
| (y-kr2=4p(ech) B
- (—k+ y)Z =4p(—h+x) Expresion previa Expresion nueva
T h -3
2 k 5
P
X 5 i
T 0

Entrada:

(y-k)*2=4p(x-h)
Sustituye: 16 = 4 p (8)

Figura 67. Calculo de la distancia focal
Fuente: Autor

3) Intercambio la variable “p” por “x”, para poder calcular el valor de

P.
2 | 16=4x"8
-+ 16 =32x
$2
3

R Ive: J(—1
esuelve: =3

Figura 68. Calculo de la distancia focal como una variable x, donde se
tendria que p=1/2

Fuente: Autor
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4) Ahora se tiene que h=-3, k=5y p=1/2, use la ecuacion (y — k)? =

4p(x — h) introduciéndola en la entrada sustituyendo los valores.

,,,,,,,,,,,,,,,,,, i B 5 o e e
1 fort 1
10 L —T] |
Pl |
PR i
7 _ 2
- c:2(x+3)=(y-5)
=
3
et
"'!-._.\
| | B | |
09 B 765 4B 2 4 5 6 7 8 & 10Trads 1415 16
| | : | o

Figura 69. Grafica de la pardbola con vértice (-3,5), pasa por el punto (5,9) y eje
simetria paralelo al eje x

Fuente: Autor

Analiticamente:

Vértice V(-3,5) y Punto P(5,9) h=-3, k=5

(y—k)>=4p(x—h) El punto P pertenece a la parabola,

por lo tanto satisface a la ecuacion.

(9 —5)2 =4p(5 + 3) Sustituya x, y, hy k

16 = 32p Resolviendo operaciones
p= % Hallando el valor de p

(y —k)? = 4p(x + h) Sustituya h,k y p

(y —5)2 =4« % (x +3) Resolviendo producto
(y—=5)?%=2(x+3) Ecuacion de la parabola

|
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Actividad 7
Tema: Ecuacién general de la pardbolay aplicaciones

Objetivos:

- Conocer la ecuacion general de la circunferencia, a través de la
identificacion de los coeficientes D, Ey F
- Determinar los elementos de la parabola dada su ecuacién general.
- Usar la ecuacién de la parabola para resolver problemas
= Formade trabajo: Individual.
= Tiempo aproximado: Tres horas pedagogicas
» Planificacién (plan de clase): Anexo 5
= Descripcion de la actividad: En primera instancia se presenta la ecuacion
general de la circunferencia, se desarrolla applets en Geogebra para

analizar a la parabola a través de los coeficientes D, E y F.

Se plantea la obtencién de la ecuacién general de la parabola dadas diferentes
condiciones, también como pasar de la ecuacion general a la ordinaria para
identificar elementos de la parabola. Finalmente, la aplicacién de la ecuacién de
la parabola en la resolucion de problemas (aplicaciones).

Desarrollo:

= Primera Etapa
Determinacion de los temas a tratarse
-Ecuacion general de la parabola segun eje de simetria

-Relacion entre coeficientes D, E, Fy h, ky p.

|
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Revision Conceptual

Ecuacion general de la parabola
A partir de la ecuacion ordinaria de la parabola se puede encontrar la ecuacion
general de esta, se va a tomar la ecuacién cuando el eje de simetria es paralelo

al ejevy.

Por lo visto anteriormente se tiene que:

(x —h)? =4p(y — k) Ecuacion ordinaria de la parabola
con eje de simetria paralelo al eje y

x? — 2xh + h? = 4py — 4pk Resolviendo operaciones

x% — 2xh + h? — 4py + 4pk = 0 Ilgualando a cero

SiD=-2h,E=—-4pyF = h? + 4pk  Entonces la ecuacion general de la
parabola es:

x?+Dx+Ey+F=0 Ecuacion general de la parabola

Al hacer el andlisis pero con la ecuacion (y — k)2 = 4p(x + h), en la que el eje de

simetria es paralelo al eje x, la ecuacion general quedaria:

y2+Dx+Ey+F =0

Donde:

D=—-4p,E =—-2kyF = h? + 4ph

|
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Actividad 7.1. Ecuacion general de la parabola: En este ejercicio se desarrollo
un applet en Geogebra en donde se varia los deslizadores D, E y F para identificar
cuales son los cambios en la pardbola y encontrar de esta manera la relacion con
los pardmetros h, k 'y p.
Grafique una circunferencia usando la ecuacién general de la circunferencia,
use deslizadores para los coeficientes D, Ey F.

a) Se crea tres deslizadores D, E y F usando la herramienta con intervalo

minimo de -10 y maximo de 10, con un incremento de 1. ‘
b) Escriba en la entrada del programa x? + Dx + Ey + F = 0.
c) Se mueve los deslizadores D, E y F; se analiza que sucede al movimiento

de cada uno.
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Figura 70. Grafica de parabola segun movimiento de deslizadores D, Ey F

s
1

Fuente: Autor
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Actividad 7.2. Dada ecuacion general de la pardbola determine ecuacion

ordinaria: Para esta actividad se plantea que a partir de tener la ecuacion general

de la parabola se obtenga la ordinaria, pues de esta manera se podra identificar

algunos parametros de la parabola como Foco, vértice, recta directriz, etc.

Dada la ecuacion x2 + 8x + 8y + 40 = 0, encuentre la ecuacion ordinaria de la

parabola, las coordenadas del foco y vértice, la recta directriz y la longitud del lado

recto.

Con Geogebra:

1) Seingresaen la entrada x2 + 8x + 8y +40 =0

N

| - x®+8x+8y=-—40 |

¥

X

Figura 71. Grafica de parabola x? + 8x + 8y + 40 = 0,

Fuente: Autor

2) En entrada se coloca la funcion Foco(<Conica>), en donde

<Conica> representa el nombre para nuestro caso “c:”

3) Lo mismo se hace con la funcion Vértices(<Conica>), que

colocamos en la entrada, asi mismo usamos la funcion Directriz(

<Parabola>) y obtenemos los elemento de la grafica 68.
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BRI e e e e A P R o 2 B S B B

directriz

/ \ 4——c:x2+8x+8yl=—40'—:

-/ 3 B 1 1 B \
Figura 72. Elementos foco F, vértice V y recta directriz de la parabola x2 + 8x + 8y + 40 =

Ol
Fuente: Autor

4) En la figura 68 se puede observar que la distancia focal es 2, por

lo tanto la ecuacioén ordinaria de esta parabola seria:

(x—h)?=4p(y—k) Partiendo de ecuacion ordinaria de
la parabola con eje de simetria

paralelo al eje y

V=(-4,-3) y p=2
(x+4)2=4x2(y+3) Sustituyendo
(x+4)?=8(y+3) Resolviendo se tiene la ecuacion

ordinaria.
5) También se puede cambiar la presentaciéon de la ecuacion en la

vista algebraica para que se muestre la ecuacion ordinaria

|
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Punto Parabola ¢
:\F,:((-_:’:g)) Ecuacionax®+bxy+cy +dx+ey="f
Recta ’ Ecuacitn y* = 0% = 9 # 7 $ H5 4 B 2 410
5.f'y=-1 Ecuacibny=ax*+bx+¢
T ’ Ecuacién y=a(x - h)* + k
exto d
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[* Renombra
// Borrar
¢ Propiedades ... \
[ T A

Figura 73. Presentacion de la ecuacion de la pardbola de la forma ordinaria.

Fuente: Autor

Analiticamente:

Se tiene la ecuacién x? + 8x + 8y + 40 = 0, para expresar como ordinaria

se debe trabajar completando el trinomio en el literal cuadrético

x2+8x =-8y—40 Desplazo términos

x?+8x+16=—-8y—40+16 Completo los cuadrados

(x +4)2 = -8y — 24 Factorando el trinomio

(x+4)2 =-8(y+3) Factorando el segundo miembro y
obtengo la ecuacion ordinaria

De la anterior puede determinarse que el vértice tiene de coordenadas V(-
4,-3)

—-8=4p Para obtener p calculo

p=-—2

Las coordenadas del foco serian (h, k+p) pues eje focal paralelo a eje y

Foco(-4,-5)

|
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Lado recto =|4p|

Lado recto=8

Actividad 7.3. Resuelva el siguiente problema:

El espejo de una linterna tiene la forma de un paraboloide de 3 pulgadas de
diametro y 1 pulgada de profundidad. Establecer el punto donde debe colocarse el
bombillo para que los rayos emitidos sean paralelos al eje de simetria del

paraboloide.

1) Se dibuja de la seccion transversal de la linterna (parabola), con
vértice en el origen para simplificar los célculos.
2) Al ser el didmetro=3, significa que la parabola pasa por los

puntos A(1, 3/2) y B(1,-3/2)

3

-3 =2 =1 0 2

=2

Figura 74. Seccién de la linterna ubicada en el plano cartesiano

Fuente: Autor
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3) Se denota que el eje de simetria es el eje x, por lo tanto su

ecuacion es y? = 4px
4) Como los puntos A y B pertenecen a la parabola, por lo tanto
pertenecen a su ecuacion.

5) Sustituyo x por 3/2 yy por 1

2

5 =wa
5) =4r(D)
6) Despejamos p, y tenemos
9
P=16

7) Asi el foco de la parabola es F(1—96,0) y COMo 136 ~ 0,56 se concluye

que la distancia focal es 0,56. Por lo tanto el bombillo debe

colocarse a 0,56 pulgadas del vértice.

Actividad 8
Tema: La elipse (definicion, lugar geométrico)

= Objetivo:
- Aplicar las herramientas de Geogebra para reconocer el lugar
geomeétrico que representa a la elipse aplicando su definicion.
= Formade trabajo: Grupal.
= Tiempo aproximado: Una hora pedagdégica
= Planificacion (plan de clase): Anexo 5
= Descripcion de la actividad:
Se partié de la definicién de elipse como lugar geométrico, se solicité que
usen las herramientas de Geogebra para dibujar la elipse tomando en
cuenta su definicion y demostrar que en esta se cumple lo planteado.

|
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Desarrollo:

= Primera Etapa

Determinacién de los temas a tratarse

-Definicién de elipse

Revisién conceptual

Definicion elipse:
Una elipse es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de
tal manera que la suma de sus distancias a dos puntos fijo en ese plano es

siempre igual a una constante, mayor que la distancia entre los puntos.

(Lehmann, 1990, p.173).

eje menor

eje mayor

Figura 75. Elipse y sus elementos focos F, vértice V y ejes

Fuente: Autor
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= Segunda Etapa

Actividad 8.1. Definicidn de elipse: Dibuje el lugar geométrico que representa

una elipse usando su definicién y herramientas de Geogebra, tome en cuenta

los siguientes pasos:

12)Ingrese un deslizador llamado distancia con un intervalo (0,20) e
incremento 0.5.

13)Se crea un deslizador d1 con intervalo (0,20) e incremento de 0.00001

14)En entrada describo un nimero d2=distancia-d1 (para garantizar que la
suma de las distancias d1 y d2 sea constante).

15)Coloco dos puntos colineales A 'y B.

| [
distancia = 17

4]

¢}

S
* [vy)

N

ES

[+

-10

Figura 76. Deslizadores y puntos A, B colineales

Fuente: Autor

16)A continuacion, se grafica dos circunferencias con centro en Ay radio igual
a d1; y otra con centro en B y radio igual a d2. Se mueven los puntos hasta

identificar que se corten las circunferencias.

|
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Figura 77. Circunferencia con centroen Ay B.
Fuente: Autor

17)Con la opcidn interseccién, marco los puntos de interseccion entre las
circunferencias (puntos C y D).
18)Dibuje segmentos AC y BC, y coloque el valor de sus longitudes.

19)Enseguida se agrega un texto con la siguiente configuracion

7 Texto X

Edita
dist=distanciaAC + distanciaCB = distanciaAC + distanciaCB.

O Férmula LaTeX | Simbolos ~ ‘ Objetos ~

=T T T T T T [ T |

Vista previa
\dist=6.9+10.1=17 \

Figura 78. Configuracion del texto dist.
Fuente: Autor

20)En propiedades de los puntos C y D marcamos rastro y a continuaciéon
movemos el deslizador d1, se observa que se grafica la elipse y el valor de

“dist” siempre se mantienes constante.

|
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Figura 79. Grafica de la elipse usando su definicion
Fuente: Autor

21) Para demostrar que en realidad es una elipse se usa la herramienta
“elipse”, con la cual se marca los puntos Ay B, luego C y se dibuja la elipse

sobre el rastro.

¢, Qué sucede si movemos el deslizador distancia?

ContinGa representandose una elipse, es decir AC + BC=constante, pero
hay que tomar en cuenta que la distancia entre los puntos Ay B debe ser
suficiente para que exista un corte entre las circunferencias, caso contrario

no se grafica la elipse.

Actividad 9
Tema: La elipse (Ecuacién ordinaria'y candnica)

=  Objetivo:
- Identificar los elementos de la elipse
- Conocer la ecuacion de la parabola (candnica y ordinaria)
- Determinar la ecuacion de la parabola identificados su centro, focos,
veértices y ejes.

|
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= Formade trabajo: Individual.

= Tiempo aproximado: Una hora pedagdgica

= Planificacién (plan de clase): Anexo 5

= Descripcion de la actividad:
Se partié de la revision de la definicion de cada uno de los elementos de la
elipse, con la ayuda de Geogebra se plantearon ejercicios para identificarlos
y reconocer sus caracteristicas.
Se continua del planteamiento de la ecuacion ordinaria de la elipse, a partir
de ahi se plantearon ejercicios para identificar adecuadamente los
coeficientes h, k, ay b
Luego se proponen actividades para inferir como hallar las ecuaciones
dadas las coordenadas o los valores de algunos elementos de la elipse,
ademas como representarlas graficamente. En base a la ecuacién ordinaria
se planted uno ejercicios en clase y otros a casa (actividades texto guia)
para identificar a la ecuacion en forma candnica de la elipse. Todas las
actividades las realizaron primero en Geogebra y luego de manera analitica,
para de esta forma buscar que el software brinda apoyo tanto al

entendimiento del ejercicio como a la comprobacién de la resolucion.

Desarrollo:

= Primera Etapa
Determinacion de los temas a tratarse
-Elementos de la elipse
-Ecuacion ordinaria de la elipse

-Ecuacién canodnica de la elipse

|
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Revision conceptual

Elementos de la pardbola

Segun Santillana (2017) los elementos de la elipse son:

Focos: puntos fijos del plano, F1y F2.

Eje focal o eje principal: recta a la que pertenecen los dos focos

Centro: punto medio C del segmento cuyos puntos extremos son los focos

Eje normal o secundario: recta perpendicular al eje focal, que pasa por el centro

de la elipse.

Vértices: puntos de interseccion V1 y V2 de la elipse con el eje focal.

Eje mayor: segmento del eje focal que une los vértices.

Eje menor: segmento cuyos puntos extremos B1 y B2 son los puntos de

interseccion de la elipse con el eje normal.

Lado recto: segmento perpendicular al eje focal que pasa por uno de los focos y

que une a dos puntos L y R de la elipse.

eje menor
/{Lado recto
v, Fy c

eje mayor

Vy eje focal

eje normal

Figura 80. Elementos de la elipse

Fuente: Autor
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Ecuacion ordinaria de la elipse
La ecuacion ordinaria de la elipse cuando tiene centro C(h,k) y eje focal
paralelo al eje x es:

(x—h)? n (y—k)? —1

a? b2

donde a>b>0y a? = b? + ¢?

Y tomando en cuenta la figura 80 se puede determinar que:

Centro (h,k)

Focos: F1(h-c, k); F2(h+c,k)

Vértices: V1(h-a,k); V2(h+a,k)

Puntos de corte con el eje normal: B1(h, k-b) y B2 (h, k+b)
Longitud del lado mayor: 2a

Longitud del lado menor: 2b

Eje focal: y=k

Longitud del lado recto: 2b%/a

En cambio la ecuacion ordinaria de la elipse cuando tiene centro C(h,k) y

eje focal paralelo al eje y es:

—h)2 _1)2
(e=m? | =R _ 4

2 _ p2 2
2 " donde a>b>0y a“ = b* + ¢
Ecuacion canonica de la elipse

Para este caso se analizard la situacion particular en la cual el vértice esta

en el origen, es decir h=0 y k=0; entonces tendremos

|
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Z_Z + Z_Z =1 eje focal paralelo al eje x
x2 yz . .
= + == 1 eje focal paralelo al eje y

Segunda Etapa

Actividad 9.1. Ecuacion ordinaria de la elipse: Grafique la elipse usando la
ecuacion ordinaria, use deslizadores para los coeficientes h, k, ay b se usa como
guia lo siguiente:
9) Cree tres deslizadores h, k, a y b usando la |
herramienta con las configuraciones intervalo (-5,5) e incremento de 0.1

(x-n)? | (y-k)?
2

10)Escribe en la entrada del programa —+ = 1, se ve que se crea

una elipse “c”, vaya a propiedades y configure colores.

Figura 81. Gréfica de elipse segun deslizadores h, k,ay b

Fuente: Autor

11)Mueva los deslizadores y observe que sucede con cada uno de ellos.
12)Para determinar los vértices y focos se escribe en entrada “Vértices( c
)” y “FOCO(C)”

|
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13)A continuacion, se arrastra la ecuacion de la elipse de la vista algebraica
a la gréafica, previamente escoja el formato en €l que se desea presentar

(forma ordinaria).

Figura 82. Elipse con su respectiva ecuacion en forma ordinaria, vértices y focos

Fuente: Autor

¢, Qué representa h?

La abscisa del vértice de la elipse (coordenada en x)?

¢, Qué representa k?

La ordenada del vértice de la elipse (coordenada en y)?

¢, Qué ocasiona un movimiento del deslizador h 'y k?

En el caso de h produce un desplazamiento horizontal de la elipse y en
el de k un movimiento vertical de la misma.

¢, Qué sucede al mover los deslizadores a y b en diferentes posiciones?
Cambia de forma la elipse, pero existen dos situaciones concretas
cuando a=b se grafica una circunferencia por la excentricidad e=c/a y si
b es menor que a cambia a ser de una elipse con eje focal paralelo al eje

X a ser una con eje focal paralelo al eje y.
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Actividad 9.2. Ecuacién candnica de la elipse: Del applet anterior se ubica los
deslizadores h y k en 0 y sigue lo planeado a continuacion:

1) Realiza movimientos con los deslizadores a 'y b:

h=0 1
®
b=4 6
®
k=0 =
®
a=2
> 4

7 6 5

2

2
Yo _
a2ty =1

x
Figura 83. Elipse con ecuacién forma

Fuente: Autor

¢,Dbnde se ubico el centro de la parabola?
El centro de la parabola se ubic6 ahora en el origen, cuyas coordenadas

son (0,0).

¢, Qué paso con la ecuacion de la elipse?
. . x2 2
Al eliminarse los coeficientes h y k, queda de la forma = + bz = 1, es

., . . L . x? 2
la ecuacion ordinaria de la parabola, también podria ser 0z + % =1,

dependiendo la direccion del eje focal y relacion de los coeficientes a 'y

b.

|
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Actividad 9.3. Determinar la ecuacion de una elipse dadas ciertas

condiciones: Se plantearon algunos ejercicios en los cuales se daban como datos
las coordenadas de los vértices, focos, eje mayor, eje menor o existia una condicion
para determinar algunos de estos parametros y con estos plantear la ecuacion
solicitada. Los estudiantes resolvian los ejercicios usando Geogebra, esta
herramienta les brindaba apoyo en el planteamiento o resolucién del problema,

ademas les ayudaba en la interpretacion o para comprobar los resultados.

Encuentre las ecuaciones de las siguientes elipses y grafique:

d) Centro (-4,5) eje mayor igual a 8 y eje menor igual a 6, con eje focal

paralelo al ejey

Con Geogebra:
1) Seingresa en la entrada C=(-4,5), la funcidn elipse de Geogebra
usa de referencia los focos y un punto de la conica.
2) Como es una elipse con eje focal paralelo al eje y, entonces a=eje

mayor/2, por lo tanto a=4; ademas b=eje mayor/2, por lo tanto b=3

3) De aqui usamos la relacién a? = b? + c¢?, determinando que ¢ =

\/7; sabiendo que F1(h,k-c) y F2(h,k-c), tenemos de coordenadas

F1=(-4, 5-V7) y F2=(-4, 5+/7) introduciendo a estos en entrada.

|
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oF(2-4,5+J7)

C=(45)
®

oF(1-4,5-J7)

-9 -8 =7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Figura 84. Centro y focos de la elipse

Fuente: Autor

4) Hace falta encontrar un punto de la elipse por lo tanto ubicaremos
a uno de los vértices V1(h,k-a) o V2 (h, k+a), teniendo entonces

V1(-4,9) y V2(-4,1); introduciendo a uno de estos en entrada.

5) Luego de esto usamos la herramienta elipse LlEre en donde
marcamos los focos y uno de los vértices.
6) Se grafica la elipse y a continuacion desplazamos la ecuacion de

la parte algebraica a la grafica.

|
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Figura 85. Elipse con su ecuacion respectiva.

Fuente: Autor

7) La ecuacion es

Analiticamente:

C=(-4,5)
a=4
b=3

—h)2 —1-\2
C=h)? | @=k)? _ g

b2 a?

(x=(=4))* | (y=5)* _
32 T 42 =1

(x+4)? | (y-5)% _
9 t 16 =1

2 _=)2
(x4;4) +(y 5) —1

16

Pues eje mayor 8

Pues eje menor 3

Usamos esta ecuacion pues eje focal es

paralelo al eje y

Sustituyendo valores de h, k ,ay b.

Se tiene la ecuacion de la elipse

William Manuel Gonzalez Gallegos
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8) Centro (2,1) y vértices (-3,1) y (7,1) y eje menor =6

Con Geogebra:

1) Seingresa en la entrada C=(2,1).

2) Ingreso V1=(-3,1) y V2=(7,1)

3) La longitud a=5 (centro vértice) y b=3 (eje menor=6) De aqui
usamos la relacion a? = b? + ¢?, determinando que c¢ = 4;
sabiendo que F1(h-c,k) y F2(h-c,k), pues es una elipse con eje
focal paralelo a eje x, tenemos de coordenadas F1=(-2, 1) y

F2=(6,1) introduciendo a estos en entrada.

V1 C V2

Fl=(21) F2=(6,1)

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

=3

-4

Figura 86. Vértices y focos de elipse con centro(2,1).

Fuente: Autor

4) Luego de esto usamos la herramienta elipse ek an donde
marcamos los focos y uno de los vértices.
5) Se grafica la elipse y a continuacion desplazamos la ecuacién de

la parte algebraica a la grafica.
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Figura 87. Vértices y focos de elipse con centro(2,1).

Fuente: Autor

6) La ecuacion es (x;:)z + (y—91)2 =1
Analiticamente:
C=(2,1)
Vértices (-3,1) y (7,1)
b=3 Pues eje menor 3

a= \/(—3 —2)2+4+(1—-1)?> Distancia entre dos puntos Vy C
a=>5

(x—h)? | (y—k)?
a? + b2

=1 Usamos esta ecuacion pues eje

focal es paralelo al eje y

(x=2)* + (y-1)?

= 5z~ — 1 Sustituyendo valores de h, k , ayb.

x—2)% -1)2
( 25) + & 5 ) =1 Se tiene la ecuacion de la elipse

|
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9) Centro origen y distancia focal c=6 y eje focal paralelo a eje

y, eje mayor es 16, ademas identifique los vértices

Con Geogebra:
1) Seingresa en la entrada C=(0,0).
2) Al serla c=0Yy eje focal paralelo a eje y entonces F1(0,6) y F2(0,-
6), entonces se ingresa estos valores de los focos en Geogebra.
3) Se tiene que eje mayor es 16, por lo tanto vértices serian (0,8) y

(0,-8), se los ingresa en entrada del software.

4) Luego de esto usamos la herramienta elipse CEese | en donde

marcamos los focos y uno de los vértices.

F2

C

-12-11-10 -9 -8 -7 -6 1 2 3 4 516 7 8 9 10 11 12 13 14 15

5 -4 -3 -2 1

-1

-2
-3
-4
-5
-5

Figura 88. Elipse con distancia focal c=6 y eje focal paralelo a eje y

Fuente: Autor

2 yZ
10)La ecuacibnes — +=— =1
28 64

|
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Analiticamente:

C=(0,0)
c=6
=8 Eje mayor es 16
b =+/82 — 62 Usandos la relacion a® = b? + ¢?,
b= V28
(x—h)? | (y-k)? C .
—+——=1 Usamos esta ecuacion pues eje
b a

focal es paralelo al eje y

(x=0)? | (=0)* _ ,
NeTS + oz = 1 Sustituyendo valores de h, k , ay b.
x2 y2
—+==1 Se tiene por ecuacién de la elipse.
28 64
Actividad 10

Tema: Ecuacién general de la elipse y aplicaciones

Objetivos:

- Conocer la ecuaciéon general de la elipse, a través de la
identificacion de los coeficientes A, B, D, Ey F
- Determinar los elementos de una elipse dada su ecuacion general.
- Usar la ecuacién de la elipse para resolver problemas
= Formade trabajo: Individual.
= Tiempo aproximado: Tres horas pedagogicas
»= Planificacién (plan de clase): Anexo 5
= Descripcion de la actividad: En primera instancia se presenta la ecuacion
general de la elipse, se desarrolla un applet en Geogebra para analizar a la

elipse a través de los coeficientes A, B, D, Ey F.

|
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Se plantea la obtencion de la ecuacion general de la elipse dadas diferentes

condiciones, también como pasar de la ecuaciéon general a la ordinaria para
identificar elementos de la elipse. Finalmente, la aplicacion de la ecuacion de la
elipse en la resolucion de problemas (aplicaciones).

Desarrollo:

= Primera Etapa
Determinacion de los temas a tratarse
-Ecuacion general de la elipse
-Relacion entre coeficientes A, B, D, E, Fya, b, h yk
Revisién Conceptual
Ecuacion general de la elipse
A partir de la ecuacion ordinaria de la elipse se puede encontrar la ecuacién general

de esta, se va a tomar la ecuacion cuando el eje focal es paralelo al eje x.

Por lo visto anteriormente se tiene que:

—h)2 —1\2
Cmh)? | @=k)? g

= 2 Ecuacion ordinaria de la elipse

b?(x? — 2xh + h?) + a®(y? — 2yk + k?) = a®b? Resolviendo

operaciones

b?x? — a?y? — 2b%hx — 2a’ky + a’k? + b*h? — a?b? =0

SiA=b?B=a?,D=-2b*hx, E=—-2a’k y F = b*h? — a?k? — a®b?
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Ax?+By?+Dx+Ey+F =0 Ecuacion general de la elipse

Actividad 10.1. Ecuacion general de la elipse: En este ejercicio se desarrollé un
applet en Geogebra en donde se varia los deslizadores A, B, D, E y F para
identificar cuales son los cambios en la elipse y encontrar de esta manera la
relacion con los parametros h, k, ay b
Grafique una elipse usando la ecuacion general, use deslizadores para los
coeficientes A,B,D,Ey F.

d) Se crea deslizadores A, B, D, E y F usando la herramienta con intervalo

minimo de -10 y maximo de 10, con un incremento de 1. ‘
e) Escriba en la entrada del programa Ax? + By? + Dx + Ey + F = 0.
f) Se mueve los deslizadores A, B, D, E y F; se analiza que sucede al

movimiento de cada uno.

Figura 89. Elipse con variacion de deslizadores

Fuente: Autor

¢, Qué sucede cuando D=E=07?

En este caso el centro de la elipse se ubica en el origen.

|
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¢,Qué sucede cuando se cambia los otros deslizadores?

Varia los ejes mayor y menor, pero solo en algunos rangos pues luego
de estos se grafica otra conica (hipérbola).

Actividad 10.2. Dada ecuacién general de la elipse determine ecuacién
ordinaria: Para esta actividad se plantea que a partir de tener la ecuacién general
de la elipse se obtenga la ordinaria, pues de esta manera se podra identificar

algunos parametros de la elipse como Focos, vértices, ejes, etc.

Dada la ecuacion 4x? + 9y? — 24x + 18y + 9 = 0, encuentre la ecuacion ordinaria
de la elipse, las coordenadas de los focos y vértices, los ejes mayor y menor y el

centro

Con Geogebra:

8) Seingresaen la entrada 4x? +9y? —24x + 18y +9 =0

-3 b -1

Figura 90. Elipse con ecuacion general 4x% + 9y% — 24x + 18y +9 =0
Fuente: Autor

9) En entrada se coloca la funcion Foco(<Conica>), en donde

<Conica> representa el nombre para nuestro caso “c:”

|
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Lo mismo se hace con la funcién Vértices(<Conica>) y con

Centro (<Conica>).

10)En la figura 91 se puede observar que el centro es (3,1) y la
distancia a=3 y b=2, por lo tanto la ecuacion ordinaria de esta

parabola seria:

(=3 =2 _

1
9 4

11)También se puede cambiar la presentacion de la ecuacioén en la

vista algebraica para que se muestre la ecuacion ordinaria

3 2 4 0 / 1 2 4 5 5 7 8
A E G [ B
14 ° -

-2

-3

-4

-5

Figura 91. Elipse con ecuacion general 4x? + 9y? — 24x + 18y + 9 = 0 con sus
vértices, focos y centro

Fuente: Autor

Analiticamente:

|
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Se tiene la ecuacion 4x2 + 9y2 — 24x + 18y + 9 = 0 para expresar como

ordinaria se debe trabajar completando el trinomio en el literal cuadratico.

4(x2—6x)+9(y2—2y)+9=0 Factorizo agrupando segun las variables

4(x> —6x+9—-9)+9(y*—-2y+1—-1)+9=0 Completo cuadrados y
determina cada trinomio

4(x2—6x+9)—36+9(%—2y+1)+9-9=0

4(x —3)2+9(y+1)> =36 Factorice cada
trinomio

4(x—3)? n 9(y+1)2 _ 36

Dividiendo para 36
36 36 36

(=37 | 0+ _ 4

5 ” Se tiene la ecuacién candnica de la elipse.

De lo anterior puede identificarse que a=3 y b=2, el centro tiene coordenadas
(3,-1), tomando en cuenta que los vértices son (h-a,k) y (h+a,k), tenemos V1(0,-1)
y V2(6,-1).

Para determinar los focos:

c=+3%2 =22 Usando la relacién a? = b? + c?,

c=+5
Como los focos son F1(h-c,k) y F2(h+c,k), entonces F1=(3-V/5,-1) y F2=(3+/5,-1)
Actividad 10.3. Resuelva el problema: A los puntos M y N de una pared

se han fijado los extremos de una cuerda, a la que, con una argolla, esta sujeto

un perro muy peligroso como lo planteado en la figura 92.

|
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Encuentre la ecuacion que describe el alcance maximo del desplazamiento
del perro.

¢,Cual es la distancia maxima que puede separarse el perro de la pared.

- i

Same=="

Figura 92. Perro sujeto a cuerda por una argolla, describiendo una elipse
Fuente: Autor

Con Geogebra:
1) Coloco la situacién en el plano cartesiano, donde los puntos M y
N son los focos. D y C son los vértices.
2) Uso la herramienta elipse marcando los puntos M, N (focos) y D
(punto de la elipse).
3) Desplazamos la ecuacion resultante de la parte algebraica a la

grafica teniendo.

N

Figura 93. Ecuacion de problema perro sujeto a cuerda por una argolla
Fuente: Autor
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4) Ladistancia maxima que separa el perro de la pared se determina
identificando el valor de b, que en este caso es V8 ~ 2,82.

Analiticamente:
1) Para esta parte tomamos en cuenta le referencia gréfica de la
figura 93, donde determinamos que el centro es (3,0), el vértice

esta ubicado en (6,0) y focos (2,0) y (4,0).

a=3 distancia centro y vértice
c=1 distancia centro foco
b =+/32 — 12 Usandos la relacion a? = b? + ¢?,
b= V8
(x-h)* | (y—k)? L .
S+ =1 Usamos esta ecuacion pues eje
a b2

focal es paralelo al eje x

—13)2 —N)2
(=3 | =02 _ 4

22 7 Sustituyendo valores de h, k , ay b.
x-3)* | ¥? . L .
5 + Y =1 Se tiene por ecuacion de la elipse

Se determina que la mayor distancia del perro a la pared es b, por lo
tanto V8 =~ 2,82.

Actividad 11
Tema: La hipérbola (definicion, lugar geométrico)
= Objetivo:

- Aplicar las herramientas de Geogebra para reconocer el lugar
geométrico que representa a la hipérbola aplicando su definicion.
= Formade trabajo: Grupal.
= Tiempo aproximado: Dos horas pedagdgicas

= Planificacién (plan de clase): Anexo 5
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= Descripcion de la actividad:
Se partid de la definicion de hipérbola como lugar geométrico, se solicité que
usen las herramientas de Geogebra para dibujar la hipérbola tomando en

cuenta su definicion y demostrar que en esta se cumple lo planteado.
Desarrollo:

= Primera Etapa
Determinacion de los temas a tratarse

-Definicidon de hipérbola
Revision conceptual

Definicion hipérbola:
Una hipérbola es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano
de tal manera que el valor absoluto de la diferencia de sus distancia a dos
puntos fijos del plano, llamados focos, es siempre igual a una cantidad
constante, positiva y menor que la distancia entre los focos (Lehmann, 1990,

p.191).

Figura 94. Hipérbola

Fuente: Autor
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= Segunda Etapa

Actividad 11.1. Definicion de hipérbola: Dibuje el lugar geométrico que

representa una hipérbola usando su definicion y herramientas de Geogebra,

tome en cuenta los siguientes pasos:

1) Cree los deslizadores |“resta” con intervalo (1,5) e incremento 0.1 y otro
llamado “a” con intervalo (0,10) e incremento 0.1.

2) Se ubica dos puntos A y B colineales.

3) Se realiza dos circunferencia cada uno de los puntos anteriores, con radios
igual a “a” y con radio “a+resta”.

4) Los puntos Ay B deben estar a una distancia en la que exista cortes entre

las circunferencias.

Figura 95. Circunferencia cortadas para graficar hipérbola

Fuente: Autor

5) Se marcan los puntos de interseccion entre una circunferencia pequefnay
otra grande, activo el rastro de estos puntos.

6) Ubique en un valor el deslizador resta y muevo el deslizador a,
observandose la grafica de la hipérbola, antes se debe ocultar la

circunferencias para una mejor visualizacion.
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7) Para demostrar que en realidad es una hipérbola se usa la herramienta
“hipérbola”, con la cual se marca los puntos A y B(focos), luego uno de los

puntos de interseccion y se dibuja la elipse sobre el rastro.

restal =3,
\ a= 2@
®

81 /g
c E
5
A B
. )

W,
)
M

-4

Figura 96. Grafica de hipérbola segln su definicién

Fuente: Autor

¢,Qué sucede si movemos el deslizador resta?

En este caso cambia la abertura de la hipérbola.

Actividad 12
Tema: La hipérbola (Ecuacién ordinaria 'y candnica)
=  Objetivo:

- Identificar los elementos de la hipérbola
- Conocer la ecuacion de la hipérbola (canonica y ordinaria)
- Determinar la ecuacion de la hipérbola identificados su centro,

focos, vértices y ejes.
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= Formade trabajo: Individual.

= Tiempo aproximado: Una hora pedagdgica

= Planificacién (plan de clase): Anexo 5

= Descripcion de la actividad:
Se partié de la revision de la definicion de cada uno de los elementos de la
hipérbola, con la ayuda de Geogebra se plantearon ejercicios para
identificarlos y reconocer sus caracteristicas.
Se continua del planteamiento de la ecuacion ordinaria de la hipérbola, a
partir de ahi se plantearon ejercicios para identificar adecuadamente los
coeficientes h, k, ay b
Luego se proponen actividades para inferir como hallar las ecuaciones
dadas las coordenadas o los valores de algunos elementos de la hipérbola,
ademas como representarlas graficamente. En base a la ecuacién ordinaria
se plante6 unos ejercicios en clase y otros a casa (planteados en el texto
guia) para identificar a la ecuacion en forma candnica de la hipérbola. Todas
las actividades las realizaron primero en Geogebra y luego de manera
analitica, para de esta forma buscar que el software brinda apoyo tanto al

entendimiento del ejercicio como a la comprobacién de la resolucion.

Desarrollo:

= Primera Etapa
Determinacion de los temas a tratarse
-Elementos de la hipérbola
-Ecuacion ordinaria de la hipérbola

-Ecuacion canodnica de la hipérbola
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Revision conceptual

Elementos de la hipérbola

Segun Santillana (2017) los elementos de la hipérbola son:

Focos: puntos fijos del plano, F1y F2.

Eje focal: recta a la que pertenecen los dos focos

Vértices: puntos de la hipérbola que estan sobre el eje focal, V1y V2

Eje transverso: segmento cuyos extremos son los vértices de la hipérbola.

Centro: punto medio C del segmento cuyos puntos extremos son los focos

Eje normal: recta perpendicular al eje focal, que pasa por el centro de la hipérbola.

Eje conjugado: segmento perpendicular al eje transverso que pasa por el centro de

la hipérbola; sus puntos extremos son B1y B2.

Asintotas: dos rectas que pasan por el centro de la hipérbola, las cuales se

aproximan a las ramas de la hipérbola sin tocarla y se extienden indefinidamente.

Lado recto: segmento perpendicular al eje focal que pasa por un punto de los focos

y que une a dos puntos de la hipérbola.

Eje menor: segmento cuyos puntos extremos B1 y B2 son los puntos de

interseccion de la elipse con el eje normal.

Lado recto: segmento perpendicular al eje focal que pasa por uno de los focos y

gue une a dos puntos L y R de la elipse.

|
William Manuel Gonzalez Gallegos 169



UNIVERSIDAD DE CUENCA

\ /!
. " /
N eje conjugado,
/

f/ /
’
s
v I)a}) recto

F2 eje focal

\
eje Ifansverso
[ e Y
A}
\

/

Figura 97. Elementos de la hipérbola
Fuente: Autor

Ecuacion ordinaria de la hipérbola
La ecuacion ordinaria de la hipérbola cuando tiene centro C(h,k) y eje focal
paralelo al eje x es:

C-n? =R _ 4

~ = donde c>ay ¢ = a? + b?

Y tomando en cuenta la imagen 97 se puede determinar que:

Centro (h,k)

Focos: F1(h-c, k); F2(h+c,k)

Vértices: V1(h-a,k); V2(h+a,k)

Puntos de corte con el eje normal: B1(h, k-b) y B2 (h, k+b)
Longitud del eje transverso: 2a

Longitud del eje conjugado: 2b

Asintotas: y-k==(x-h) ; y-k=-2(x-h)
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En cambio la ecuacion ordinaria de la hipérbola cuando tiene centro C(h,k)

y eje focal paralelo al eje y es:

b-k)? _ x-h)? _ 1

" = donde c>ay ¢ = a® + b?

Ecuacion canonica de la elipse

Para este caso se analizard la situacion particular en la cual el vértice esta

en el origen, es decir h=0y k=0; entonces tendremos

yo _ i i
——5=1 eje focal paralelo al eje x
yz x?2 . H
S = 1 eje focal paralelo al eje y

Segunda Etapa

Actividad 12.1. Ecuacion ordinaria de la hipérbola: Grafique la hipérbola usando

la ecuacion ordinaria, use deslizadores para los coeficientes h, k, ay b se usa como

guia lo siguiente:

14)Cree tres deslizadores h, k, a y b usando la |
herramienta con las configuraciones intervalo (-5,5) e incremento de 0.1

; (x-h)*  (y-k)*
15)Escribe en la entrada del programa —— — ~—~— = 1, se ve que se crea
a b

una hipérbola “c”, vaya a propiedades y configure colores.
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=5

Figura 98. Grafica de hipérbola usando los deslizadores h, k,ay b

Fuente: Autor

16)Mueva los deslizadores y observe que sucede con cada uno de ellos.
17)Para determinar los vértices y focos se escribe en entrada “Vértices( ¢
)" “Foco(c)”, “asintotas (c)”
18)A continuacion, se arrastra la ecuacion de la hipérbola de la vista
algebraica a la gréfica, previamente escoja el formato en él que se desea

presentar (forma ordinaria).

Figura 99. Hipérbola con su respectiva ecuacion en forma ordinaria, vértices y

focos
Fuente: Autor
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Actividad 12.2. Ecuacion candnica de la hipérbola: Del applet anterior se ubica
los deslizadores h y k en 0 y sigue lo planeado a continuacion:

1) Realiza movimientos con los deslizadores a 'y b:

2
Figura 100. Elipse con ecuacién forma = — 2 = 1
a b

Fuente: Autor

Actividad 12.3. Determinar la ecuacion de una hipérbola dadas ciertas
condiciones: Se plantearon algunos ejercicios en los cuales se daban como datos
las coordenadas de los vértices, focos, eje conjugado, eje transverso o existia una
condicion para determinar algunos de estos parametros y con estos plantear la
ecuacion solicitada. Los estudiantes resolvian los ejercicios usando Geogebra,
esta herramienta les brindaba apoyo en el planteamiento o resolucién del problema,

ademas les ayudaba en la interpretacion o para comprobar los resultados.

Encuentre las ecuaciones de las siguientes hipérbolas y grafique(Geogebra):

a) Centro (-3,6) eje transverso igual a 10 y eje conjugado igual a 4,

con eje focal paralelo al ejey
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Con Geogebra:

11)Se ingresa en la entrada C= (-3,6), la funcién hipérbola de
Geogebra usa de referencia los focos y un punto de la cénica.

12)Como es una hipérbola con eje focal paralelo al eje y, entonces
a=eje transverso/2, por lo tanto a=5; ademas b=eje conjugado/2,

por lo tanto b=2.

13)De aqui usamos la relacién c? = a? + b?, determinando que ¢ =

V29; sabiendo que Fi(h, k-c) y F2(hk-c), tenemos de
coordenadas F1=(-3, 6-v29) y F2=(-3, 6+29) introduciendo a
estos en entrada. Al ser a=5, las coordenadas del vértice
serianV1(h, k-a) y V2(h, k+a), teniendo entonces V1(-3, 11) y V2(-
3,1)

14)Luego de esto usamos la herramienta “hipérbola” en donde
marcamos los focos y uno de los vértices.

15)Se grafica la elipse y a continuacién desplazamos la ecuacién de

la parte algebraica a la grafica.

° /
15

V2
=N

12-11-10 -8 -8 -7 -7/-4 3 -2\ 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1

Figura 101.Hipérbola con su ecuacion respectiva

Fuente: Autor
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Analiticamente:

C=(-3,6)
a=5 Pues eje transverso 10
b=2 Pues eje conjugado 4

0-k)? _ @-h>

e bz 1 Usamos esta ecuacion pues eje focal es

paralelo al eje y

=62 _ (=32 _ 4

=z >z Sustituyendo valores de h, k , ay b.

-6)? _ (x+3)? _ 1

e 2 Se tiene la ecuacion de la hipérbola

b) Focos(-5/2,0) y (5/2,0) y extremo de eje conjugado (0,-3/2).
Con Geogebra:
1) Seingresa en la entrada F1=(-5/2,0), F2= (5/2,0), B1(0, -3/2) y
B2 (0,3/2). Hipérbola con vértice en el origen
2) Entonces se tiene que ¢=5/2 y usando la relacion c? = a? + b?
se determina que a=2. Por lo cual los vértices tienen coordenadas

V1(-2,0) y V2(2,0), ingresandolos en entrada del software.
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Figura 102. Focos, vértices y puntos de eje conjugado de hipérbola

Fuente: Autor

3) Luego de esto usamos la herramienta hipérbola en donde

marcamos los focos y uno de los vértices.

w

[N)

Figura 103. Hipérbola con Focos(-5/2,0) y (5/2,0) y extremo de eje conjugado (0,-3/2).

Fuente: Autor

xZ 2

., 4

16)La ecuacibnes — — — =1
4 225

Analiticamente:

Focos(-5/2,0) y (5/2,0)
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b=3/2 Pues extremo eje transverso
(0,3/2)
c=5/2 Pues se denota hipérbola

centro(0,0)

2 2
5 3 . 2
a= (E) — (E) Usandos la relacion ¢? = a? + bz,

a=2

x—h)? —-k)? 2 :
x-h” Ok _ 4 Usamos esta ecuacién pues eje

a? b2
focal es paralelo al eje x

—m2 Y

(xzzo) + (ygoz) =1 Sustituyendo valores de h, k , ay b.
()
xz  y? . L
———=1 Se tiene por ecuacion de la
4 2.25
hipérbola.
Actividad 13

Tema: Ecuacion general de la hipérbola

Objetivos:

- Conocer la ecuacion general de la elipse, a través de la
identificacién de los coeficientes A, B, D, Ey F
- Determinar los elementos de una hipérbola dada su ecuacién general.
- Usar la ecuacién de la hipérbola para resolver problemas
= Formade trabajo: Individual.
= Tiempo aproximado: Dos horas pedagdgicas

= Planificacion (plan de clase): Anexo 5
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= Descripcion de la actividad: En primera instancia se presenta la ecuacion

general de la hipérbola, se desarrolla un applet en Geogebra para analizar

a la elipse a través de los coeficientes A, B, D, Ey F.

Se plantea la obtencion de la ecuacidn general de la hipérbola dadas diferentes
condiciones, también como pasar de la ecuacion general a la ordinaria para
identificar elementos de la hipérbola.

Desarrollo:

= Primera Etapa
Determinacion de los temas a tratarse
-Ecuacion general de la hipérbola
-Relacion entre coeficientes A, B, D, E, Fya, b, hyk
Revisiéon Conceptual
Ecuacion general de la elipse
A partir de la ecuacion ordinaria de la hipérbola se puede encontrar la ecuacion

general de esta, se va a tomar la ecuacion cuando el eje focal es paralelo al eje x.

Por lo visto anteriormente se tiene que:

=) -k)? _ 4

— 2 Ecuacién ordinaria de la hipérbola

b?(x* — 2xh + h?) — a®(y? — 2yk + k?) = a®b? Resolviendo

operaciones

b?x? — a?y? — 2b%*hx + 2a’ky — a’k? + b*h? — a?b?> =0

|
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SiA=b% B=—-a%?,D=—-2b%h,E =2a’k yF = b?h? — a’k? — a?h?

Ax>+By?*+Dx+Ey+F=0 Ecuacion general de la hipérbola

Actividad 13.1. Ecuacién general de la hipérbola: En este ejercicio se desarrolld
un applet en Geogebra en donde se varia los deslizadores A, B, D, E y F para
identificar cuales son los cambios en la hipérbola.
Grafique una elipse usando la ecuacidén general de esta, use deslizadores
paralos coeficientes A, B, D, Ey F.
a) Se crea deslizadores A, B, D, E y F usando la herramienta con intervalo
minimo de -10 y maximo de 10, con un incremento de 1. ‘
b) Escriba en la entrada del programa Ax? + By? + Dx+ Ey + F = 0.
c) Se mueve los deslizadores A, B, D, E y F; se analiza que sucede al

movimiento de cada uno.

-9

Figura 104.Hipérbola segun variacion de parametros A, B, D, Ey f
Fuente: Autor

¢Bajo qué condiciones se dibuja una hipérbola?

William Manuel Gonzalez Gallegos 179



\
UNIVERSIDAD DE CUENCA %

Cuando A>0 y B<0, aqui tiene el eje focal paralelo a x

Cuando A<0 y B>0, aqui tiene el eje focal paralelo a'y

Actividad 10.2. Dada ecuacién general de la hipérbola determine ecuacién
ordinaria: Para esta actividad se plantea que a partir de tener la ecuacion general
de la elipse se obtenga la ordinaria, pues de esta manera se podra identificar

algunos elementos de la hipérbola

Dada la ecuacion 2x? — y%2 — 12x + 2y + 5 = 0, encuentre la ecuacion ordinaria de
la hipérbola, ademas los focos, vértices, longitud de ejes transverso y conjugado y

asintotas.

Con Geogebra:

1) Seingresaen la entrada 2x? —y?2 —12x+2y+5=0

Figura 105. Hipérbola con ecuacién general 2x2 — y?2 — 12x + 2y +5 =10

Fuente: Autor

2) En entrada se coloca la funcion Foco(<Cénica>), en donde

<Conica> representa el nombre para nuestro caso “c:”

|
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Lo mismo se hace con la funcién Vértices(<Cénica>), Centro

(<Cobnica>) y asintota (<Cobnica>).

\ g t/
g:y= —1.41x +5.24 \\6 /-f: y= 1.41x — 3.24
\

5

Figura 106. Hipérbola con ecuacién general 2x? — y%2 — 12x + 2y + 5 = 0 con sus

elementos
Fuente: Autor

3) En la figura 106 se puede observar que el centro es (3,1) y la
distancia a=2.45 y ¢=4.24, usando la relacién c¢? = a® + b? se
tendria a b=3.46 por lo tanto la ecuaciéon ordinaria de esta

hipérbola seria:

(x—=37 G-1?_

2.4572 * 3.46% 1

-3)?  (y—1)?
x=3)7 O=-D"_ .
6.002 ~ 11.98

4) También se puede cambiar la presentacion de la ecuacion en la

vista algebraica para que se muestre la ecuacion ordinaria
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\ g -/
g:y=-141x+524 o fiy=141x-324

\G
\

5

6 -5 -4 -3

Figura 107. Hipérbola con ecuacién ordinaria

Fuente: Autor

5) La longitud del eje transverso=2a=4.9 y longitud del eje

conjugado=2b=6.92

Analiticamente:
Se tiene la ecuacion 2x2? — y? — 12x + 2y + 5 = 0 para expresar
como ordinaria se debe trabajar completando el trinomio en el

literal cuadratico.

2(x2—6x)— (y2=2y)+5=0 Factorizo agrupando
segun las variables

2(x> —6x+9)—(y?—2y+1)+5—-18+1=0 Completo
cuadrados y determina
cada trinomio
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2x =322 - (y—1)? =12 Factorice cada
trinomio

2(x-3)2  (y-1)2 12
12 12 12

Dividiendo para 12

@-32  (y-1)°
6 12

=1 Se tiene la ecuacion

canonica de la elipse.

De lo anterior puede identificarse que a=v6 y b=v12=2+/3, el
centro tiene coordenadas (3,1),

Para determinar los focos:
c= ,/x/@z +2v3 Usando la relacién c¢? = a® + b?,
c=3V2

Como los focos son F1(h-c, k) y F2(h+c, k), entonces F1:(3-3\/§,1) y
F2=(3+3v/2,1)

Tomando en cuenta que los vértices son (h-a, k) y (h+a, k),
tenemos V1(3-v6,1) y V2(3+V6,1).

La longitud del eje transverso=2a=2v6 y longitud del eje
conjugado=2b=4+/3

Finalmente las asintotas serian y — k = S(x —h)yy—k=

—Z(x — h), tenemos entonces:
y—k= Z(x —h) Sustituyendo h, by a

—-3= %g (x—13) Haciendo aproximaciones

y = 1.41x + 5.23 Se tiene la ecuacion de la una asintota

y—k = —S(x —h) Sustituyendo h, by a
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y—3= ~ % (x —3) Haciendo aproximaciones
y =141x — 3.24 Se tiene la ecuacion de la otra asintota

3.2. RESULTADOS

3.2.1. Fases para el analisis estadistico:

Para la determinacion de conocimientos correctos e incorrectos se realizd
una calificacion dicotomica: 1 para los correctos y 0 para los incorrectos los que

fueron analizados en tres fases:

Inicialmente se realiz6 una suma de los indicadores de todas las preguntas;
dando como resultado: Interpretacion del lenguaje (5), Aplicacion de conocimientos
previos (7), Deduccion de la informacion/utilizacién de datos/conceptos (7),
Inferencia correcta (6), Operacionalizacion algebraica (9), Procesos de solucion de
problemas (10); por lo que para el andlisis se ponderaron los resultados para ser

calificados sobre 10.

En la segunda fase se realiz6 una evaluacion por pregunta en el que se
sumaron todas las destrezas de los estudiantes (Indicadores) para determinar el
item con mejores resultados; asi mismo se realiz6 una ponderacion para la primera
pregunta (14 puntos) para normalizar y trabajar sobre 10 puntos, para las otras

preguntas no fue necesaria la ponderacion pues ya se tuvo los diez puntos.

Finalmente se realiz6 un analisis por pregunta considerando cada uno de
los indicadores desglosados y explicados en la seccion de presentacién de
resultados.

Para la primera y segunda fase se hizo uso de medidas de tendencia central
y dispersién, y para la tercera fase un analisis de frecuencias absolutas. El
procesamiento de la informacion se realizé en el programa estadistico SPSS 23y

la ediciéon de tablas en Excel 2016.
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3.2.2. Resultados

Los resultados revelaron que el indicador con mayor -calificacion
(conocimientos correctos) correspondié a la interpretacion del lenguaje con
puntuaciones entre 2 y 10 con una media de 8.00 (DE=2.6), seguido por la
aplicacion de conocimientos con puntuaciones entre 2.9 y 10 (X=7.4; DE = 2.7),

ambos pertenecientes a la dimensién de comprension del concepto.

Por otra parte, la dimension de resolucion de ejercicios fue la que exhibio
menos aciertos; en el caso de los procesos de resolucién de problemas se
registraron puntuaciones entre 0 y 9 con una media de 4.00 (DE=3.6) y en el
indicador referente a operacionalizacion algebraica entre 0 y 10 con una media de
4.5 (DE=3.9). Detalles en la tabla 7.

Tabla 7. Estadisticos descriptivos de los indicadores de conocimientos

Dimension Indicadores Minimo Méaximo Media DE

Comprensién del Interpretacion del lenguaje 2.0 10.0 80 26

concepto Aplicacién de conocimientos previos 29 10.0 74 2.7
Deduccidn de la informacién/utilizacion de

Planteamiento del datos/conceptos 0.0 10.0 59 3.9

problema

Inferencia correcta 0.0 10.0 50 34

Resolucién de Operacionalizacion algebraica 0.0 10.0 45 3.9

ejercicios Procesos de solucion de problemas 0.0 9.0 40 3.6

Fuente: Autor

La pregunta 2, referente a: encontrar los elementos de una cénica y graficar,
fue la que mayor puntuacion de conocimientos correctos registré con un minimo de
1, un maximo de 10 y una media de 6.0 (DE=3.6), mientras que la puntuacion de
conocimientos en las preguntas: 1, 3 y 4 resultaron con medias similares: 5.3
(DE=3.9); 5.4 (DE=2.8) y 5.5 (DE=4.2) respectivamente. Los detalles se pueden

observar en la tabla 8.
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Tabla 8. Estadisticos descriptivos de conocimientos por pregunta
(Suma de indicadores por pregunta)

Minimo Maximo Media DE
Pregunta 1 0,0 10,0 5,3 3,9
Pregunta 2 1,0 10,0 6,0 3,6
Pregunta 3 1,0 10,0 5,4 2,8
Pregunta 4 0,0 10,0 5,5 4,2

Fuente: Autor

3.2.3. Identificacidn de conocimientos correctos e incorrectos:

En la pregunta 1 que se refiere a la determinacion de las ordenadas de los
puntos de interseccion de una elipse que pasa por el origen y foco con abscisa
negativa; se encontré que 13 de los 15 estudiantes habian aplicado correctamente
los conocimientos previos (c). Mientras que la operacionalizacion algebraica (c)
figuré como el conocimiento con mayor cantidad de errores (n=11). Tabla 9.

Tabla 9. Conocimientos — Pregunta 1: Determinacion de las ordenadas de los
puntos de interseccion de una elipse que pasa por el origen y foco con abscisa
negativa

Frecuencia de

Dimension Indicador conocimientos Frecuencia
de errores
correctos
Interpretacién del lenguaje 9 6
Comprension Aplicacién de conocimientos previos (a) 9 6
del concepto  Aplicacion de conocimientos previos (b) 10 5
Aplicacion de conocimientos previos (c) 13 2
Deduccion de la informacion/Utilizacion de 9 6
datos/Conceptos (a)
Planteamiento Deduccion de la informacion/Utilizacion de 8 7
datos/Conceptos (b)
del problema _
Inferencia (a) 8 7
Inferencia (b) 9 6
Operacionalizacion algebraica (a) 9 6
Operacionalizacion algebraica (b) 5 10
Resolucion de Operacionalizacion algebraica (c) 4 11
ejercicios  Proceso de solucién de problemas (a) 7 8
Proceso de solucién de problemas (b) 7 8
Proceso de solucién de problemas (c) 5 10

Fuente: Autor
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En la segunda pregunta que solicita encontrar y graficar elementos de conicas a
partir de una ecuacion general se encontré que todos los estudiantes tuvieron una
correcta interpretacion del lenguaje, ademas que 12 de ellos aplicaron

correctamente los conocimientos previos (a).

Por otra parte, el proceso de resolucién de problemas (b y ¢) en la dimension de
resolucion de ejercicios se registr6 una alta incidencia de errores (n=10). Los
detalles se pueden observar en la tabla 10.

Tabla 10.Conocimientos — Pregunta 2: Encontrar y graficar elementos de

conicas a partir de una ecuacion en su forma general
Frecuencia de

. L . o Frecuencia
Dimension Indicador conocimientos d
e errores
correctos
Interpretacion del lenguaje 15 0
Comprension  apjicacién de conocimientos previos (a) 12 3
del concepto L o )
Aplicacion de conocimientos previos (b) 9 6
. Deduccién de la informacién/Utilizacion de 10 5
Planteamiento  4a¢0s/Conceptos (a)
del problema Inferencia 10 5
Operacionalizacion algebraica (a) 6 9
B Operacionalizacion algebraica (b) 8 7
Resolucion de  proceso de solucion de problemas (a) 10 5
ejercicios .
Proceso de solucién de problemas (b) 5 10
Proceso de solucién de problemas (c) 5 10

Fuente: Autor

Todos los estudiantes, en la tercera pregunta que hace referencia a: Determinar la
ecuacién de una circunferencia con conocimiento de un punto (origen de
coordenadas), el radio y la abscisa del centro, tuvieron conocimientos correctos en
la aplicacion de conocimientos previos y 12 personas una interpretacion correcta

del lenguaje (a).

14 de los 15 participantes presentaron errores de conocimientos en el proceso de
solucion de problemas (b) y 13 personas en inferencia (b). Los detalles se

encuentran en la tabla 11.
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Tabla 11. Conocimientos - Pregunta 3: Determinar la ecuacion de una
circunferencia con conocimiento de un punto (origen de coordenadas), el radio
y la abscisa del centro

Frecuencia de

. L . - Frecuencia
Dimension Indicador conocimientos de errores
correctos
. Interpretacién del lenguaje (a) 12 3
Comprension L .
Interpretacion del lenguaje (b) 11 4
del concepto o e ,
Aplicacion de conocimientos previos 15 0
Deduccién de la informacién/Utilizacion
. 11 4
Planteamiento de datos/Conceptos (a)
del problema Inferencia (a) 9 6
Inferencia (b) 2 13
Operacionalizacion algebraica (a) 6 9
Resolucion de Operacionalizacién algebraica (a) 7 8
ejercicios Proceso de solucion de problemas (a) 7 8
Proceso de solucién de problemas (b) 1 14

Fuente: Autor

La interpretacion del lenguaje fue el indicador con mayor incidencia de aciertos
(n=13) en la pregunta 4 que solicita analizar las caracteristicas de una pardbola y
encontrar longitudes, seguida por la aplicacion de conocimientos previos (n=10),

ambas pertenecientes a la dimensidén de comprension de concepto.

El proceso de solucién de problemas (b) fue el indicador con mayor incidencia de
errores (n=9) en el grupo de estudiantes, seguido por: Deduccién de la
informacion/Utilizacidén de datos/Conceptos (c), inferencia y proceso de solucion de

problemas (a) (n=8). Detalles en la tabla 12.

Tabla 12.Conocimientos - Pregunta 4: Analizar las caracteristicas de
una parabola y encontrar longitudes

Frecuencia de

. L . o Frecuencia
Dimension Indicador conocimientos
de errores
correctos
Comprensién Interpretacion del lenguaje 13 2
del concepto Aplicaciéon de conocimientos previos 10 5
Deduccion de la informacion/Utilizacién de 9 6

datos/Conceptos (a)

) Deduccion de la informaciéon/Utilizacion de
Planteamiento  ya10s/Conceptos (b) 8 !
del problema Deduccion de la informacion/Utilizacién de
datos/Conceptos (c)

Inferencia
Operacionalizacion algebraica (a)
Resolucién de Operacionalizacion algebraica (b)
ejercicios Proceso de solucion de problemas (a)
Proceso de solucién de problemas (b)

O N 00 0o|~N N
© 00 N (0o o

Fuente: Autor

|
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El instrumento utilizado para realizar el trabajo de investigacion permitid
encontrar algunos resultados como el aprovechamiento en la asignatura el mismo

gue se daré a conocer en las limitaciones de la investigacion.
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CAPITULO IV

4. DISCUSION

4.1. Conclusiones:

Los errores presentados durante los procesos de adquisicion vy
consolidacion de los conocimientos se los puede aprovechar como una oportunidad
de aprendizaje, pues tener a nuestro alcance la identificacion tanto de los
conocimientos correctos alcanzados por los estudiantes, como de los errores de
conocimiento en los que incurren, permitirAn reorganizar las planificaciones
realizadas por el docente y los trabajos planteados con el software; de la misma
manera se podran proponer otras estrategias metodoldgicas y didacticas para
compensar los errores conceptuales que no han sido solventados con el uso de

Geogebra.

La inmersién de las TIC dentro del proceso de aprendizaje de la mateméatica
incide de manera favorable en los conocimientos de los estudiantes, sin embargo
en la revision conceptual no se ha encontrado con claridad cuales han sido estos
conocimientos, pero con la investigacion se pudo identificar con mayor facilidad
los errores de conocimiento que fueron: el proceso de solucién de problemas, la
operacionalizacion algebraica pues estan debajo de la media; en tanto que la
interpretacion correcta del lenguaje seguido por la aplicacion de conocimientos
previos y deduccion de la informacion/utilizacion de datos/conceptos se han
reconocido con un mejor desarrollo dentro de lo que corresponde a conocimientos

correctos, y en una determinacion intermedia se encuentra la inferencia correcta.

Respecto a los conocimientos correctos (interpretacion del lenguaje), se
evidencié que al manipular directamente los objetos con el software ayudd a un

|
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mayor entendimiento de lo que se pedia en cada pregunta e identificar la
simbologia y lenguaje usado, esto al enlazar situaciones abstractas con
representaciones graficas; ademas se lograba realizar un mayor engranaje de los
conceptos nuevos con lo que conoce pues se generaba ese desequilibrio cognitivo
necesario para el aprendizaje (aplicacién de conocimientos previos); en lo que se
refiere a deduccion de la informacion/utilizacion de datos/conceptos, el uso del
software permitié que trabajen estos conocimientos a través interpretacion de los

elementos de una conica o la representacion imagen — ecuacion.

En contraposicion a lo planteado en el marco tedrico, el software no fue una
herramienta que aporte al conocimiento solucién de problemas, pues en este
indicador se denotd un error de conocimiento, pudo haber ayudado para determinar

datos y variables, pero no para plantear estrategias de solucién a los problemas.

A parte de lograr interpretar y comprender de mejor manera las preguntas
(Interpretacion del lenguaje), el poder identificar y relacionar las gréficas y las
ecuaciones (conocimientos previos), el reconocimiento y determinacion de
elementos de las conicas (Deduccion correcta de la informacién. Datos
correctamente utilizados. Concepto) son los conocimientos correctos especificos

alcanzados con el uso de Geogebra.

(Santos, Trigo, 2007) plantea que la insercion del software Geogebra
mejora notablemente la adquisicion de conocimientos, sin embargo, existen otros
factores que influyen en estos resultados, y en concordancia con lo obtenido de la
investigacion se demuestra que pese a trabajar con el recurso aun se denotan
errores de conocimientos. Se identifico que los estudiantes incurren adn en errores

de conocimiento (Proceso de solucion de problemas, operacionalizacion
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algebraica) por los bajos desarrollos obtenidos en estos indicadores, por lo tanto,
seria trascendental lograr ampliar el campo de investigacion y delimitar con
exactitud cuales serian los conocimientos que se enlazan directamente con el uso
del software y cuales, con otras estrategias metodolégicas, tomando en cuenta los

resultados obtenidos.

El uso de TIC siempre ha planteado beneficios dentro del proceso de
ensefianza aprendizaje, sin embargo a la luz de los resultados y conclusiones
planteadas se puede advertir que en realidad no son una solucién definitiva frente
a los errores de conocimiento y tampoco una garantia de la consecucion de
conocimientos correctos; pero el saber cuales son las bondades del uso de algun
software ayudaria a que los docentes prevean la utilizacion de otras alternativas o

recursos metodoldgicos.

De la experiencia como profesional en el area de matematica y en
concordancia con la teoria, los errores se pueden aprovechar como fuente de
aprendizaje y motivacion para los estudiantes, sin embargo, si no se identifica los
conocimientos que poseen, es muy probable que todo el esfuerzo delegado en los

procesos de ensefianza aprendizaje no den los resultados esperados.

4.2. Recomendaciones:

Continuar haciendo investigacién en el campo de las conicas pues es una
unidad fundamental dentro del estudio de la Matematica, se puede enfocar el
trabajo en ambitos como la mejora de los procesos de ensefianza aprendizaje y el
rendimiento de los estudiantes pudiendo aplicar el mismo instrumento

(cuestionario) pues ha sido validado.
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Es importante que se pueda realizar la investigacion con un tamafio de
muestra mayor para comprobar los resultados obtenidos, a la vez que los docentes
puedan apoyarse en las conclusiones para reconfigurar las actividades planteadas
y de esta manera mejorar los conocimientos correctos y corregir la media obtenida

en cada uno de ellos con el fin de optimizar la adquisicion de los saberes.

Realizar una investigacion cuasi-experimental bajo la misma tematica de
cbnicas con los mismos instrumentos donde se trabaje en dos grupos, el uno
usando el software y otro sin usarlo, con el fin de cotejar los resultados obtenidos

con estos y llegar a otras conclusiones.

El instrumento (cuestionario) empleado en la investigacion, puede servir
como un documento que se puede aplicar en las estrategias metodologicas de la
clase, con el fin de identificar en cada etapa de trabajo de las coénicas los

conocimientos correctos y errores de conocimiento y realizar una retroalimentacion

4.3. Limitaciones de la investigacion:

Aunqgue la investigacion no toma en cuenta las calificaciones de los
estudiantes, se evidencia que el curso tiene un promedio de 6,55; es decir que es
un grupo que normalmente no alcanza los aprendizajes requeridos. Razoén por la
cual es importante seguir investigando sobre ¢como influyen el uso de las

herramientas tecnoldgicas en el proceso de aprendizaje?

Pese a que el objetivo de la investigacion se enfocaba en identificar los
conocimientos correctos e incorrectos en el estudio de las cénicas con el uso del

software, también permitié hacer un hallazgo en cuanto al aprovechamiento de los
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estudiantes en la asignatura, ya que como parte de la motivacion para los
estudiantes se les asignaba una calificacion para cada una de las actividades
realizadas, con el fin de que las ejecuten de la mejor manera, pues los estudiantes

limitan su trabajo si no tienen algo a cambio.

Los estudiantes fueron evaluados de acuerdo a la normativa establecida por
la LOEI y el instructivo para la aplicacion de la evaluacion estudiantil dado por el

Ministerio de Educacion. La escala de calificaciones seguida fue la siguiente:

Tabla 13. Escala de calificaciones

Escala cualitativa Escala cuantitativa
Domina los aprendizajes requeridos 9.00-10,00
Alcanza los aprendizajes requeridos 7,00-8,99
Esta proximo a alcanzar los aprendizajes requeridos 4,01-6,99
No alcanza los aprendizajes requeridos <4

Fuente: Autor

Las calificaciones en la asignatura de mateméticas estuvieron entre: 3.58 y
9.71 con una media de 6.55 (DE=2.0). Un estudiante no alcanzé los aprendizajes
requeridos (X < 4), 7 estaban proximos a alcanzar (4.01<X<6.99), 5 alcanzaron los

aprendizajes requeridos (7 < X< 8.99) y dos los dominaban (X=9).

_ No alcanza
Domina los los

aprendizajes aprendizajes
requ requeridos...

Alcanza los Esta proximo
aprendizajes a alcanzar los
requeridos aprendizajes
5 requeridos. ..

Figura 108. El grafico de pastel muestra la frecuencia de estudiantes dentro de la escala
cualitativa de calificacion segin el ministerio de educacion

Fuente: Autor
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La introduccién y uso del software en el trabajo con cénicas no es el Unico
factor que interviene para la adquisicion de conocimientos, sino también esta la
motivacidn hacia la materia, la responsabilidad para el desarrollo de las actividades

e incluso el planteamiento adecuado de estas.
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ANEXOS

Anexo 1: Consentimientos informados estudiantes

TITULO DE LA INVESTIGACION:

Conocimientos correctos y errores de conocimiento en el estudio de las cénicas
con uso de Geogebra por estudiantes del tercero de bachillerato
INVESTIGADOR: Ing. William Gonzalez Gallegos (Estudiante de la Maestria en
Docencia de las Matematicas)

NUMEROS ASOCIADOS A LA INVESTIGACION:

072883927-0987209364

LUGAR: Unidad Educativa Los Andes

Estimado/a alumno/a:

Mediante la presente usted es invitado a participar en esta investigacion la cual
tiene como propdsito aportar, a partir de sus resultados, a la identificacion de los
aprendizajes cognitivos que alcanzan los estudiantes en el estudio de coénicas
usando el software Geogebra; es decir tener a nuestro alcance la informacion
conocimientos correctos que se alcanzan y los errores de conocimiento que se
presentan pese a la introduccion del recurso en el proceso de ensefianza
aprendizaje. Cabe recalcar que se ha conversado con las autoridades de la
institucion explicandoles los objetivos de la investigacion y se ha obtenido los

permisos respectivos.

En base a la informacién obtenida, se desea establecer pautas para desarrollar
conocimiento basado en investigacion que oriente en el mejoramiento de los

procesos de aprendizaje del tdpico planteado.

En este contexto, deseo solicitarle su participacion en el proyecto, lo que se

materializaria realizando las siguientes actividades:
-Participar en las clases sobre el tema de conicas
-Participar en las actividades planificadas por el docente de la materia,

-Realizar un cuestionario (prueba) que pretende recolectar la informacion de

conocimientos correctos y errores de conocimientos.
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Para su conocimiento se puntualiza que su participacion es voluntaria y anénima.
Riesgos y Beneficios

Para los participantes, este estudio no presenta ningun riesgo en términos de su
integridad como alumno. Se trata de una actividad complementaria y voluntaria; y
no de una evaluacion. No es posible prometer beneficios inmediatos. Sin embargo,
los resultados de esta investigacion podrian, eventualmente, ayudar a mejorar la

experiencia de aprendizaje y ensefianza de los involucrados.
Almacenamiento de los datos para la confidencialidad del proyecto

Los resultados del cuestionario seran transcritos posteriormente. Esta investigacion
preservara la confidencialidad de su identidad y usara los datos con propoésitos
profesionales, codificando la informacién y manteniéndola en archivos seguros.
Solos el investigador tendrd acceso a esta informacion y cualquier reporte que se
genere presentara los datos de manera agregada. En ningun caso se identificaran

personas individuales.
Lugar y tiempo involucrado

Usted participara de manera habitual en sus clases, el investigador documentara
las actividades propuestas y realizadas. Luego de trabajadas todas la teméaticas
responderda al cuestionario, el cual tomara entre 80 y 90 minutos y se llevara a cabo

en el salén de clase.
Coémo se usaran los resultados

Los resultados del estudio seran usados para generar nuevo conocimiento en el
area de aprendizaje de geometria analitica y el uso de TIC. En cada una de estas
instancias se velara por mantener la estricta confidencialidad y privacidad de los
participantes.

Derecho de los participantes

He leido y discutido la descripcion de la investigacion con el investigador. He tenido
la oportunidad de hacer preguntas acerca del proposito y procedimientos en

relacion con el estudio.
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Mi participacidon en esta investigacion es voluntaria. Puedo negarme a participar o
renunciar a participar en cualquier momento sin perjuicio para mi futuro estatus

como alumno.
El investigador puede eliminarme de la investigacion bajo su discrecion profesional.

Si durante el transcurso del estudio, llega a estar disponible nueva informacion
significativa que haya sido desarrollada y se relaciona con mi voluntad de continuar

participando, el investigador debera entregarme esta informacion.

Cualquier informacién derivada del proyecto de investigacion que me identifique
personalmente no sera voluntariamente publicada o revelada sin mi consentimiento

particular.

Si en algin momento tengo alguna pregunta relacionada con la investigacién o mi
participacion, puedo contactarme con el investigador para que responda mis

inquietudes.
Consentimiento informado

Yo,

Alumno del

Estoy de acuerdo en participar del estudio titulado “Conocimientos correctos y
errores de conocimiento en el estudio de las conicas con uso de Geogebra por
estudiantes del tercero de bachillerato.”. El proposito y naturaleza de la
investigacién me ha sido descrito por el investigador. Yo comprendo que se me
solicita y también sé que puedo hacer las consultas que estime pertinentes. Sé que
puedo contactarme con el investigador en cualquier momento. También comprendo

gue puedo suspender mi participacion en cualquier instante.

Firma del participante:

Fecha:
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Anexo 2: Consentimiento informado representantes

TITULO DE LA INVESTIGACION:

Conocimientos correctos y errores de conocimiento en el estudio de las conicas
con uso de Geogebra por estudiantes del tercero de bachillerato
INVESTIGADOR: Ing. William Gonzalez Gallegos (Estudiante de la Maestria en
Docencia de las Matematicas)

NUMEROS ASOCIADOS A LA INVESTIGACION:

072883927-0987209364

LUGAR: Unidad Educativa Los Andes

Estimado/a Representante:

Mediante la presente le informo que su representado es invitado a participar en
esta investigacion la cual tiene como propdsito aportar, a partir de sus resultados,
a la identificacion de los aprendizajes cognitivos que alcanzan los estudiantes en
el estudio de conicas usando el software Geogebra; es decir tener a nuestro
alcance la informacion conocimientos correctos que se alcanzan y los errores de
conocimiento que se presentan pese a la introduccion del recurso en el proceso de
ensefianza aprendizaje. Cabe recalcar que se ha conversado con las autoridades
de la institucién explicAndoles los objetivos de la investigacién y se ha obtenido los

permisos respectivos.

En base a la informacion obtenida, se desea establecer pautas para desarrollar
conocimiento basado en investigacién que oriente en el mejoramiento de los

procesos de aprendizaje del tépico planteado.

En este contexto, deseo solicitarle su participacion en el proyecto, lo que se

materializaria realizando las siguientes actividades:
-Participar en las clases sobre el tema de cénicas
-Participar en las actividades planificadas por el docente de la materia,
-Realizar un cuestionario (prueba) que pretende recolectar la informacion de

conocimientos correctos y errores de conocimientos.
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Para su conocimiento se puntualiza que su participacion es voluntaria y anénima
Riesgos y Beneficios

Para los participantes, este estudio no presenta ningun riesgo en términos de su
integridad como alumno. Se trata de una actividad complementaria y voluntaria; y
no de una evaluacion. No es posible prometer beneficios inmediatos. Sin embargo,
los resultados de esta investigacion podrian, eventualmente, ayudar a mejorar la

experiencia de aprendizaje y ensefianza de los involucrados.
Almacenamiento de los datos para la confidencialidad del proyecto

Los resultados del cuestionario seran transcritos posteriormente. Esta investigacion
preservara la confidencialidad de su identidad y usara los datos con propoésitos
profesionales, codificando la informacion y manteniéndola en archivos seguros.
Solos el investigador tendra acceso a esta informacion y cualquier reporte que se
genere presentara los datos de manera agregada. En ningun caso se identificaran

personas individuales.
Lugar y tiempo involucrado

Los estudiantes participaran de manera habitual en sus clases, el investigador
documentard las actividades propuestas y realizadas. Luego de trabajadas todas
las tematicas responderan al cuestionario, el cual tomaré entre 80 y 90 minutos y

se llevara a cabo en el salén de clase.
Coémo se usaran los resultados

Los resultados del estudio seran usados para generar nuevo conocimiento en el
area de aprendizaje de geometria analitica y el uso de TIC. En cada una de estas
instancias se velara por mantener la estricta confidencialidad y privacidad de los
participantes.

Derecho de los participantes

He leido y discutido la descripcidn de la investigacidon. He tenido la oportunidad de

hacer preguntas acerca del propésito y procedimientos en relacion con el estudio.
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La participacibn en esta investigacion es voluntaria. Puedo negar que mi

representante participe en cualquier momento sin perjuicio alguno.

El investigador puede eliminar a mi representado de la investigacion bajo su

discrecion profesional.

Si durante el transcurso del estudio, llega a estar disponible nueva informacion
significativa que haya sido desarrollada y se relaciona con mi voluntad de continuar

participando, el investigador debera entregarme esta informacion.

Cualquier informacion derivada del proyecto de investigacion que identifique
personalmente a mi representado no sera voluntariamente publicada o revelada sin

mi consentimiento particular.

Si en algin momento tengo alguna pregunta relacionada con la investigacién o mi
participacion, puedo contactarme con el investigador para que responda mis

inquietudes.
Consentimiento informado

Yo,

Representante del estudiante

Alumno del

Estoy de acuerdo en que mi representado participe del estudio titulado
“Conocimientos correctos y errores de conocimiento en el estudio de las conicas
con uso de Geogebra por estudiantes del tercero de bachillerato”. El propdsito y
naturaleza de la investigacion me ha sido descrito por el investigador. Yo
comprendo que se me solicita y también sé que puedo hacer las consultas que
estime pertinentes. Sé que puedo contactarme con el investigador en cualquier
momento. También comprendo que puedo suspender mi participacion en cualquier

instante.

Firma del Representante

Fecha:
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Anexo 3: Consentimiento informado rectora institucién
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FORMULARIO DE CONSENTIMIENTO INFORMADO PARA RECTORA

TITULO DE LA INVESTIGACION:

Conocimientos correctos y errores de conocimiento en el estudio de las conicas
con uso de Geogebra por estudiantes del tercero de bachillerato.
INVESTIGADOR: Ing. William Gonzéalez Gallegos (Estudiante de la Maestria en
Docencia de las Matematicas)

NUMEROS ASOCIADOS A LA INVESTIGACION:

072883927-0987209364

LUGAR: Unidad Educativa Los Andes

Estimadof/a rectora:

Lic. Tatiana Cordero Salazar
Rectora Unidad Educativa Los Andes

Estimado/a Representante:

Mediante la presente solicito a usted la autorizacién para realizar la investigacion
“Conocimientos correctos y errores de conocimiento en el estudio de las cénicas
con uso de Geogebra por estudiantes del tercero de bachillerato”, la cual tiene
como propdsito aportar, a partir de sus resultados, a la identificacién de los
aprendizajes cognitivos que alcanzan los estudiantes en el estudio de conicas
usando el software Geogebra; es decir tener a nuestro alcance la informacién
conocimientos correctos que se alcanzan y los errores de conocimiento que se
presentan pese a la introduccién del recurso en el proceso de ensefianza
aprendizaje.

En base a la informacion obtenida, se desea establecer pautas para desarrollar
conocimiento basado en investigacién que oriente en el mejoramiento de.los
procesos de aprendizaje del tépico planteado.

|
William Manuel Gonzalez Gallegos 206



UNIVERSIDAD DE CUENCA

FACW < FILOSOFIA
“ PR SN

En este contexto, le informo que las actividades a realizarse seran los estudiantes
seran:

-Participar en las clases sobre el tema de conicas
-Participar en las actividades planificadas por el docente de la materia,

-Realizar un cuestionario (prueba) que pretende recolectar la informacion de
conocimientos correctos y errores de conocimientos.

Riesgos y Beneficios

Para los participantes, este estudio no presenta ningln riesgo en términos de su
integridad como alumno. Se trata de una actividad complementaria y voluntaria; y
no de una evaluacion. No es posible prométer beneficios inmediatos. Sin embargo,
los resultados de esta investigacién podrian, eventualmente, ayudar a mejorar la
experiencia de aprendizaje y ensefianza de los involucrados.

Almacenamiento de los datos para la confidencialidad del proyecto

Los resultados del cuestionario seran transcritos posteriormente. Esta
investigacién preservara la confidencialidad de la identidad de los participantes y
usara los datos con propositos profesionales, codificando la informacion y
manteniéndola en archivos seguros. Solos el investigador tendré acceso a esta

¥ informacién y cualquier reporte que se genere presentara los datos de manera
agregada. En ningln caso se identificaran personas individuales.

Lugar y tiempo involucrado

Los estudiantes participaran de manera habitual en sus clases, el investigador
documentara las actividades propuestas y realizadas. Luego de trabajadas todas '
las tematicas responderan al cuestionario, el cual tomara entre 80 y 90 minutos y
se llevara a cabo en el salén de clase.
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Coémo se usaran los resultados

Los resultados del estudio seran usados para generar nuevo conocimiento en el
area de aprendizaje de geometria analitica y el uso de TIC. En cada una de estas
instancias se velara por mantener la estricta confidencialidad y privacidad de los
participantes.

Derecho de los participantes

He leido y discutido la descripcién de la investigacion con el investigador. He
tenido la oportunidad de hacer preguntas acerca del propoésito y procedimientos en
relacion con el estudio.

Consentimiento informado

Yo_“Tabaoa  (codego (;a\coa(

Rectora de: Um(lu.(\ ﬁ(\\%ca\‘i\)a ,5 OCX@

Autorizo que el Ing. Wiliam Gonzalez Gallegos realice estudio titulado
“Conocimientos correctos y errores de conocimiento en el estudio de las cénicas
con uso de Geogebra por estudiantes del tercero de bachillerato”. El proposito y
naturaleza de la investigacion me ha sido descrito por el investigador. Yo
comprendo que se me solicita y también sé que puedo hacer las consultas que

) estime pertinentes. Sé que puedo contactarme con el investigador en cualquier
momento. También comprendo que puedo suspender mi participacion en cualquier
instante.

\
Firma de la rectora: la;\(s L Gi C\J’/

Fecha: 08,/03/29’;

LOS ANDES
UNIDAD EDUCATIVA
RECTORADD
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Anexo 4: Instrumento para recoleccién de informacion (cuestionario)

EVALUACION DE LOS CONOCIMIENTOS SOBRE CONICAS

1. Determinar las ordenadas de los puntos de interseccion de la elipse de ecuacion:

2 2
(x-3) N (v+2) _1- con la recta que contiene al punto (0.0) y al foco de abscisa negativa de
25 9

la elipse

2. Encontrar los elementos de la siguiente conica y graficar: 4x* —9y® —16x—36y—56=0

3. Determinar la ecuacién de la circunferencia que contiene al origen de coordenadas, tiene radio
igual a 10 v la abscisa del centro es (-6).  Existe Uinica solucion? Grafique.

4. En la estructura colgante que se indica. el cable parabolico esta suspendido de dos torres dq 12
m de altura y la distancia entre ellas es 40 m. Calcule las longitudes de los cables verticales
que se indican.

.
¥

12 m
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Anexo 5: Planificacion Unidad Didactica

"SOPJU2IGO sopey|nsal so| ap enuauad A

ZapijeA e opueINUIPY 1d A 1aay eJed UaBUO [9p eiany onuad vod A ualuc

| UR 053U UDD B 1$ALIED SSUOIIRNID SRY JBI0UCIAI A NIGUIST LT'ZSW

(T exusgerede 9 | € S0ped)] Nqoud an| “1eje3s3 un Jod oxnpaid “ou|d |@ U SOoPWOAR
Aesa ‘ewns ap It do ezijea4 A O|NPOL NS efjey ‘oueld |9 US SRI0PBA BIYRIO ‘T'IGW') | Seuedn| owod moqipdiy B A asdia ef ‘ejoqeied e ‘eRussejuNP ® JquaIsaq ‘LTSN

NOIDVNIVA3I 30 STTVIDONISI STHOAVIIAN!

‘ON3IdIN3S3A 30 OIYILIND NOD SYZINLS3Ia

INQIDVIHINYIG T
"OIPAL [ap SEWF|GOIT SaU0IIENS B3P UDPN|OS
A v diau) ap pep e A ‘opewsy © 03dexa 'ouose A [RuawWw onafEd
un ueyuuad anb sajedniB A ssjenpipu; seajensa Jejouesag SO
‘[e120S pepipqesuodsal Uod SaUTSIZap

anwoy A ‘sjed ap un u@ sopeynsas 50| A padosd SEJU0D z
ap 23pyjea €| pepyiqesuodsas uod Jelznf e uasd anb ‘oppwaleW
ap sajewio} ou A sajeusio} sopolpuw A sers per
pode s 1puny ap osn §a A ‘500447 P
0| ap sediseEq SaUALRIAAO S| 3P updedyjde € IPaLL jeip Ajeuoieu
pepieas e ap 1S B SEANRAID SAUOIINO0S Jauadold T'SW'0
AvaiNn v 30 SODI4)23d53 SOALLIE0 ‘avaiNn ¥13a 0NLL ‘avaiNn v 3a "oN

v SO VUV Q132431 l0SHND/OAVHD 9 29]2U0D We||IMm Bu| :(s) aunadoa

nog ‘TAINENS/TIAIN Sednewaley ‘VHNLYNOISY seopgwien BEL)

‘SOALLYWNHO4NI SOLYA “T

2102/d3S/v| ‘Buoe4
07 -ugisisp

VII1LOYaIa avaINN 3a NOIOVOIHINY 1d

p4€d22'¥13N :00p00

«S3IANV SO1. VAILVONAI AYAINN

210

William Manuel Gonzalez Gallegos



<
o
=
SN ]
>
O
w
a
=)
<
=)
(%]
o
[SN]
=
=z
=)

RIUBIBJUND HoPINRSUO)
¥ 9p [RIPUSE UDPENI3 B] FUIS] « "essandsas e| uanbynsni anb
“BIIUBIBJUNDIS BUN B EIBSIANU| sojuawindie Jepunug (ojn Ueidal un ausy as opripen un
anb 21094 BUN 3P UDIENID 2] LLILLIAA(] « 2p Je3n| U 15 ONJYP (@ epeLRA? BIUNBAI ) Jop Y .
“R|UBIAUNIL B) 3P ‘uopodpauy
e1p un ap 50| s0p UDII335 ©) 3P BNy ) 3p onIwyad |ap O e
3 12 €] 3p UDK €] 2GUIs3 « 21Ga803G AILMYOS |2 esed 2juana ua URLIO) 35 Sala|eA INb JeUILLAlA] «
‘sajund san Jod esed anb ousee eI LOPENIS B] US BLUSNIUR 35 3Nb
feqes) 3p owsapen) || e1uURI34UNIP e 3p UoY ] 3qus3 o (¢ ap oAsodsip o | 0OURI 9P 211ed UOS SEANNFWOE seinBy anb sedydx] «
“OULIN|E [3p LQIIINPAId BP SISIBUY EHUIP| ‘OIpd @ A 03U | OPIOLDD o | ClEPRWUUQ ejua d as anb ey ejezeuy «
15 €] ap uoy CELTE 1Y eiopandwod « uopedpauy
ofayo) ep eS| :ojUBLINISY| "RIIUBIBJUNID EIPRUI|I SI0PRINIED »
UOREAISG() (eNUIP) eUn ap ojpel [a A 01UAI |B BIYNUIP| « 3JULIPNISa |3p O1Xa] « LTTSWAITTSW @
"J631 EpiA 8] 5P Seiny Uo3 S UD 1P se|
“Jejuasand uepand as anb selUPd SalUIIBYIP
sey JinBupsip anb eBuay as anb sof ua sopPRIEfa JeTESY »
Huo JIp SE| 10 owod osed
€ osed sejeiap eBuay as anb 50| UL S0P JeTeaY «
ugpepjjosua)
qaBOIO SOUQ) SIPOPIAIID J0Z)|DIY o
“ePwWoed jndy
ap odn eped aduasayIp 35 anb sof us oIl Jezieay «
6% EuSpd 8| ud a5 anb sep dap
1uod ap 1. se|Japuaidwaod A 18a «
‘g euBed e Ul LIUASAID 35 AND LUOIINIOA) BP EIIUYD
0 Bun ap i se| Japuaudwad A 183 «
‘B @ 2] ua rluasaud as anb ui 0ARS BP B
2003 O pUIEL: A B e e oA s
A oueymsea alenBusj un esn « £1G2809D LMYYOS + ugronKsUa)
“ezajdw)| ousR ‘epuodsaliod
feqes| ap pen) nsu| A uspIO UCS sofeqeRl) SO| B2)|RBY « | CluBHLRUAELWE AP OMISOASIP o a) anb 3SIA B] LO3 OPEJIOI OLOD BPED JRUCIEBY
‘ouwIN(e [@p ugIINpoId 3P SISHIEUY ENUIPL SEUQPD BIYRID) o WDWIBI| - ‘0UOD eped oLyNs anb 31100 ap odn |2 NNBUNSIQ «
“(eas epia eiopBNdLiod o "B euiBed ¥] 9P [EI{U] UPPENYS ©] JEAIISGO «
olao) ap els)] ouILNISY| €] ap seInBy U03 SENUND S8| PUOEDY o 24U _IOPEINI(LD o uopedpyuy
UDPEAIISGQ BHUIPL SE(UQD SPIUAIA|P S8 EIRPRUIP| « JUEPNISI (3P OIX3L » 9TT'S'W (D0
" " 3a . 3 ¢ o 0Y5017 3d SIHOAVIIaNI SOSHNI3Y SYJI90T1000L3W SVIDILVHISI
S3AVAIALLY
AON/T *OIDINI 30 YNYINIS 9t S0a0ju3d PEpI3S3UCH ISTTVSHIASNVYL S33
i ¥0I10YaIa QYaINN 30 NOIOVIIHINYTd
0'C ‘ugIsiBp < O
¥3EdZ 2 V13N 00P9Y «SIANY SO1., YAILYONA3 AVAINN

211

William Manuel Gonzalez Gallegos



<
o
=
SN ]
>
O
w
a
=)
<
=)
(%]
o
[SN]
=
=z
=)

] 3p EUQUES UQIIENID B| BQ1IST »

‘03284400 OJjjRwWSIeW 15 eurdpd
A ouejjeysea afenBuaj un esp « ] U@ uRuEsaud @5 anb oueld |8 U EPURIAIUNIND A BRI
“ezardwy Bun anua | sej sapuaidwon A Jaa «
A uapio uod sofeqes soj ez)jeay « UOEINASUO)
SEANUOD ©1qafoag) aemyos « ‘oppiela @ apid anb sauUOIENDS $BJ) SEB| JBUBGO »
3p seaneRs seuopsod joAY) 35 anb ousaxe BN
ofeqe.) ap pen) $0| ua uoeade 3P SO BAf Y - |8 ap oAnisodsip « ©] 8P UOIIENIA B] 3P F|NLLIQY B] PIUSW UA JBUSL e
“OUINIE (3P LOIDNPOI 3P SISHBUY BUIF| ‘SRI3UAIJUNDID FETTE VY T4 euiSed B) ap [221U] UCIIENYIS B] JBAIBSGD) »
anue d Qs eiopeindiiod » uopedppuy
ofxo3 ap el c0quaWINISY| ‘BPUSDUNII A Se100) RIYAUMD BIOPEININED o
UQIIRAIISGO (eIAUIPL FL1UD SEAIE| 1550d ia = AURPMISS 3P CIXD) » LUTS'W DA
501331 A SEPUMIIUNIP U0
PRUOIIRISI SO IPWORT 1qoud Janjosas A Jezeuy o
RAUOURD UOIIRNID NS BPIXOUCD
RUAIAJUNID BUN 3P eaRsE ugREjuaseIdal B JEZIjERY -
SeoYIRdsS SIUOPIPUO)
uod ueidwnd anb epdualay e ap AQUOS3 -
RIIUAIJJUNIILD BUN P OjPe (8 A QJUSD |9 JEUILIAIST *
uppeposuo)
DIGABORY DIURIBUNIIL? DIUPI SIPOPIARID JOTYDIY *
‘feual
UDPENIA B| 3P SOIPLWINU SRIUB|IYROI SO] BP LOIIUNY
U BDUSIBJUNIE BUN IP OIPE) (3 A OAUSD |3 HQUST »
-

P03 gl !”-h. o—:xﬂuv_.w :u._.i!!n__v A 3.21!:“”".9”2& .
Aousyayses efendus) un es o ‘aiped (2 A G1USD |3 SOPROLIOD BIUAIUNIID
e # 9P UGIEND3 €] AQUSY e1ed 0527040 12 HQUOSAQ »
A uspio uoa sofeqen 50| eTIE3Y « SEPRUAPIOO) S0 IP

012303 ooljpwaew uaBo | ua 5 01U @ Op ¥ T
A ouejaisea afendua) un esn) « B| 3P UIIENDA B 34Ns anb OIGWIES |3 JEUILINB] =
‘ezaiduy| PUBIay ] 3p B2jUQ E BA| 3
A usp.c uod sofeqes; 50| e7IjesY « U01ENY3 B] ANUA SEPUAIBYP A SEZULADS IEUNLIAG ®
Ll ) uo) sop ¥ JUNIP & 5P BHY 9 & ap
2SY ap sewa|qoud saansay « Jiued © EPURIIUNILD ] 3p [RJSUSE UperDS B JNpag ¢
“SeURIAUNID "sojund Sop a1ua eRUEISIP €] 3P OJNES |3P Jried @
ap sMN3 8 qoud Baansay « "§) US 0X1URD UOD MIUAIUND €] BP EINWIY) 81 IPNPIT
BIUBIIJUND BUAIAJUNIID

eun 3p sued uos #nb SOIUSWAIS SO JRIUNUT »

LI02id38Iv) ‘Byoed

0°Z UoIsIBA

7484 2 2'v13n :06ipg)

VI113YaIa avaiNn 30 NOIDYIIHINY1d a

4S3ANV SO1. YAILYDNAI aVAINN

212

William Manuel Gonzalez Gallegos



<
o
=
SN ]
>
O
w
a
=)
<
=)
(%]
o
[SN]
=
=z
=)

‘sejoqesed

Uod SOpeuo)delds 1q0Id aARNSAY o
0 ® ua opeseq ejoqged

2UN 3P SOIIAWIAS SO| BUILLISID] &

o

UorINQSUO)

‘sesandsa. SE| eIy BJed JJUBLIWLIOSIP [@ JEZRIN «
sesandosd seayesd

S€| 3P ¥ 3[@ [@ UOD FUD P SOIUNG 50| UCI SEURUOIIERS
A sE2|1RIpEND SAUCIDENDA 8| B SadJL. SE| JEUOIUT

1@ SnS LoD ejoqe seneIpens
€] 3P SEAUDURD SIUDPENII BUOIRIIY ¢ SBUCIENDS 58] 8P EUN PRI 3P MUBUIWILISIP @ JEZ)[BUY o
'sauosodaid ezijeuy s 503y #18 50| UOD SN
ooy un ua epeyuasaidal €| 12e)a esed P i e Q-
ejoqeed e| 3p UPIIENID 2| NPIQ * ©IGES0RD MIEMYOS » 000dO;LY LD e ua d
1EMaA owiagxa | 95 anb seaneipend sauoendd se| A sedyrsl sep 1enasqo «
‘ofeqesy ap pen) U joqgied eun ap uoy ©] B2yUDp| o wie ap pPe ‘e
|& [8p UOPRINPOI 3P SIS||PUY :83JUB] SOIUML D 15| UOIDENLS €] U3 AUINIUD 35 AND UGIDEULIOJU| 2] 133 »
5N5 SOPIIOUO? ‘SEIOGRIEd 5¥] BIYRID « esopeInduwiod » uopednnuy
of@107) #p TIS[] :0IUIWNIISY] '020) |2 A 3(UPA |9 OPIIOUO) E24[JUBYD RICPEIND[ED »
UQIIBAIRSG() (ENUIP| ‘ejogesed eun ap UGIIENDS B BGUIST e JULIPMSa [ap 01X3] » UTTSWAILTS'W a0
SepuUAUBUNN
AU SEANIE| 250d A seas A sey 4 &
AU SEAIE[I SAU0IISOT UBONIOAUT AND Sa(eaU SauoIIeN)S
uauasaud as anb so| ue ug ap i \OSTY »
*RIBURIBJUNDIN ©f BP
UQIDENI3 B JIUSIGO EQRP 35 2ND 50| US 501312433 JIN0SIY «
"6 euiBed e us urijsanW
a5 anb 50| OWOd BANERI UOPISOd ap s OSIY «
uopepfjosuc)
‘DIGaBORY DPIUAIEJUNILI DIUPI SIPOPINAID JDZ{|D3Y *
S5
eujipd €] 3p 50| oWoD ugIENdE 9p 190:d JA05TY o
YSAES
pd se| ua @5 @nb 50| OWOI Sef SUND|
sop anus |81 ugiasod ap o Jezijeay o
‘€S
euiBed 2] ua urluasaid as anb oued |8 UB sEPUAIBUNIID
S0P aNUa seAl ey 12t50d 52| Japuand A s«
"z5 eulpd €]
ua uessaniy a5 anb $oj OWOD er JUN3LD B 3P UQ

€] Jeuodua anb eBual as anb 50| US 50112431 JIA05IY «
‘16 eutfipd e) u2 umuasaid as anb so| OWO BPUAIAJUNIID
A B384 anua eAneal ugisod ap soisala Jez|eay «

2102/d3Siy) Byosd

02 ‘uoIsiBA

VJI1LIYAIa AVAINN 30 NOIDVIIINYId

v4'ed'2Z¥13N 0bipg)d

«S3ANY SO1., YAILYDONA3 AVAINN

213

William Manuel Gonzalez Gallegos



<
O
Z
[TH)
-]
(&)
w
(a]
o
<
=)
(%]
o
(TN
>
=2
-]

joqesed o) ap 1q0:d

‘012800 Oojpwatew

A ouey@jses alenBuay un esp «
“ezajdw)

A uapio uod soleqen so| ezijeay «

Bp UDIIN|OS 8] Ua sejogesed se| edydy « uQ2NQsuo)
‘ejoqesed eun Jewaiqoid |2 Janosas eied
B BUBIIS B| AP UIDENDS €] BUILLIANEQ « d nD? (eundaud e e Jap ¥
‘ejoqesed eun ejoqesed
® Mualiue 2| 3p UOIIENDS &) RUILLINAY « | € @2euapad ojund un anb e3yuaA 35 OWHI JRUILLINS] »
‘sojund sag sopouo eiqaBoaq aemyos « ‘opep
‘ejoqeied B] ap UCPENIA B| BNJE) « ousaxa ojund 2 Jod esed gjoqysed 2] anb eayulis anb Jeldx] «
‘ofeqes| ap oWSpen) :oJuUNIISY| ‘BdUoUe) B op Jpsed @ wie ap oasodsip o ‘e
‘ouwnie [9p ugpanpoid Bp sIspUY - L | ejoqesed ejap | ot aquas3 » | e B e|w d 35 anb ugy jul u| Jezjjeuy o
‘ejogesed ) ap jesaual wiopeindiwos « uopedpauy
0[210) 3P EIS[] :0JUBINLSY] | UQIIRNID B I SIUUIIYI0I SO RZ|[RUY = BIYRUMD RIOpEINEI o
UQIDRAISGQ (€J(UFL | "¥|oqpied B] 3p SEJSUANILIEI EIPILIP| « FNUEPIISE PP 03XB] » LITSW 000
SEIOqRIEd UBUSAIBIL BND S0| UD SPWIGOID JANOSIY «
sejoqeied
se|apse 52| ucd sauoiisodoid Jeucelay «
19 NS SOpf ) 'sejoqesed Jedyels «
'SBUOIRNID NS SEPPOUOD ‘sejoqesed Jedyels) «
‘duaesye.d
P 1dal ejogeied eun ap ug ] Jenope) «
"030) [ A 331LIPA
1@ op ‘ejoqeied ef ap uoy €] Jeuy de
uopepjjosua)
'0IGaB0ID 0joquDd DIJUPI SIPOPIARID JOIYDIY =
‘sej0qgied YOI SOPEUDER)
[qoud ap uppPNjos & U3 L d sezjjeuy
o Y ue
82024 A (0 °0) UD 301PA LD elOqpIEd €] 9P SOJUIWAB SO
P SEINULQ) SB| BIIUS SERUBIAYP A f: 1203|qersy «
“Bjoqgpsed o 3p eanuOUEI UGIIENS B .
'S3[RIUCZLIOY N SB{EDNIAA UESS
anb sejoqeied se| uaj anb seons) se| Jezjeuy o

SojuNd 20ud ePUEISIP 3p ojnajed [@p Jpaed e ‘(g ‘g) ua
SPA L0 vjogeId B 3P EIUOUEI LIGIIENID #) JINPIQ «
“ejoqesed gf ap 0131 opey

[2p pniBuoy g Jepnajed aywsad anb ejnuLIg) B HINPI] «
“gjoqeied BUN ap SOJUBIB SO MUMLEIYRIT JLIYNUSP| «
‘ejoqeied

eun Jezen A 03x@1 |@ ua usuodoud as anb sosed so| ynas «

LI0ZId3SIv) ‘Byoey

0°Z uoisisp

VI10Y0Ia avaINN 30 NQIDYIIHINY1d

v4€d2Z'V13N :06ipg)

«S3ANV SO, VAILYONA3 AYAINN

214

William Manuel Gonzalez Gallegos



<
O
Z
[TH)
-]
(&)
w
(a]
o
<
=)
(%]
o
(TN
>
=2
-]

‘0323400 OojRWIMEW

A oueyayses afenBuaj un esn »
“ezaidwy

A uspuo uod sofeqen) so| ezjeay «
SOURIPRO sewdqosd

ap UGIIN|OS B) U sejoqesed se| ey »
“sofadsa ap sewajqoud

3P UQIIN|OS B) UB Se(OqRIRd S8 eidy »

10gg.sed 3p ¥ 1P
BURIPHOI EPJA B] UOD SOPRUCIIE|BS SELWBIGOID JBAI0SIY «
1oqeied ap P b P

"

lpqesed oun ap 19 .

aphA

‘ejoqeied eun e auabuel 53 e103

eun anb p esed jwip d @ |Geis3 =
‘sajund san sopy \oqesed ey ap | 3
UGIIENO3 8] Jeul p esed 1 p d @ 1909|8153 »
BLISIW B] 3P |£IAUBE UQIIENDD 8| ap

Mned e ejoqesed e| ap ed1uo 9! e Jeuy e
TEIUQUED LDIIENDA B

@p Jued v ejoqpaed e) ap | 8 UQLENa ey Jeun Qe
‘ejoqpued

©|9p B uol | op 1303 50| Jez|jeuy «
ugpepgosuo)

"24q@003D DjoqIDd DIUQI SIPOPIANID J0Z)B3Y -

S0 PWREW

w04 3p 190.d Janjosay «

‘RUIBIUY| BUN 3P OIUMWRUOPUNY

1# uod @ sns A ejoqysed gy 12 .

‘oARIUQ) ofadsa

un A Bjoqeied eun 31U 31sixe Ik UIE[RS B JEIYNUEP] «
i

BPIA ] Ua pjoqeied 8] auai anb sauopedl|de se| JEZJELY «
‘epaanbz; €] 0 BYPIBP B BPEY Aqe 3s anb [eUoTLOY

joqeied eun eied nwpasaid |a d e

‘ofeqe epey o eqLIE

EPey eiqe as anb wied | joqesed gun ap yaod
SO J)|dWND USGAP BND SEINSRIIRIED SB] JEDLNUT «
sEpUBBp A sezuefawas

JeuluuBp A ‘SajRIUOTLIOY A SajeDILaA (X 'Y) UB 3LPA

uod sefoqeied seyap 53| i SE| JEzjjRUY -

h (3 ‘4) ua B31LBA LD ejogRIed B 3P EIUGUED UOPEND
| J!.i-ﬂoaf-nq_ut.ng:ﬂgq_._!ﬂumu

LI0Z/Id38iy| ‘eyae4

07 ‘UoIsIBA

VI10YaId avaiNn 3a NOIDVIIHINY1d a

v4'€d 2 Z'v13N :0Bipp)

«$3IANV SO1. VAILYONA3 AVAINN

215

William Manuel Gonzalez Gallegos



<
O
Z
[TH)
-]
(&)
w
(a]
o
<
=)
(%]
o
(TN
>
=2
-]

feqes) ap owapen) |
“DULIN[E |97 UQIINPOIM 3P SISIEUY (UL

ofa103 ap eisr) ;G uANNSY|
UDIIRAISGQ) [eHUIPL

‘03984102 O BWaleW

A cugjjeysed afenSua) un esn) «
“ezaduy)|

A UapJO U0d sofeqes sO| ezeIY «
‘sasdjj@

Uo3 sopeuopell 1qed aa@nsay «
“SOJUBIB|D SNS SOPIIOLIOD ‘asdia

| 3P EJUQUED UQIZENS €] GUIST «
“asdiaiwas

BUN 3 UQIDENDS &) BUIWISISQ »
SES{UQUED SBUODENDS

SNS SBRIDOUOD ‘Sasdifa RIYRIG «
0oy ns ap Jpied

© @50||@ BUN 8P SOJUILIAPD BXYNUSP| «

‘asdya eun e 23395 eun 8p epuaBue] 8p ound @ JenojeD)
*@5di[® BUN BP SOJUAWA|D SO| JEUILIASQ) «

“asdija1uas eun Ip eajugued

UQIENI3 €] Jeujuulep wied oluajwipacosd @ 1pnpaq «
‘UBBLIO |2 US 01UID LD [RIUOZUOY

BUN A [E21UaA 3sd(j@ PUN 9P SOIUSLIA[E SO| JAJ0UDIAY «

= o ugpeplosu0)

if2 0OpIOI 2i) .

“Sasdljd Uo) SOpeUOIIe|a)

SRWDqOId 3P UPIINIOS €] U SOIUB|WIPIV0ID JET)|ELY «

U3 3MUIA A (0 °0) UD 31LIPA Sua&._un_ugs...oﬁu_ﬁu““
AP SLINULIQY SBY AU 5B P A 1933 «
“asdya e ap eauo o L] de

‘$I|RIUOZLOY N SHEIIDA URDS

@nb sasdja se| uajdwnd anb seansualRIe) SB| JETIEUY o
‘MUesuUod eun e jend s3 sofy sowund

SOP © SeURISIP S 3P LLINS B 3P 0[N |ap Jued e ‘(0 ‘)
UB 2211184 U2 3sdia 2] 3P EIUSLEI UOIXENIS ] JIINPIQ «
“@sdyj@ €] ap 01231 ope)

2P pnaiBuo) ] Jenojed ajuuad anb ejnuugy e JnNpag «
“asdija Bun ap SOIUMUID SO AUBWEIYRIT JEIYRUIP| «
‘asdya

BUN Jezen A 01%3) |3 ua UBLOdOId a5 anb sosed soj SIS «

uopRINASUO)

"DuqaBoao F5d)f3 D3PI SIPOPIANID J0LYDIY »
“sauopdesynsn

b | se| D

A.Qu_:.ﬁ:— ....-ﬁ:u.!r-._y.__u wun sewuoy apand
#s ooywil Pp mamoNNsa e) Uo7 (ejundaid ) e JaPuodsay «

BB BIOPEINIED +

NULIPNISS (9P 01X3] «

“sopeajpul

$24010 50| uod sepruld uepank anb SBUOZ Sy JRIYNUSP| «

g% YOS « | (RIS LOL #) ‘afe[ida) 3p |euIeWw V) JPNPOIdIY «

owaxa ‘orsandosd 0oygI3 (@ U0 UDIIELLIOJU] B| JEUOIIE|Y «

OJUBWBUIIRWIE 3P ONISOTSIP o ‘upnRodoNuy
12w « ud RUasaId 35 aND LWBGOID UDPENYS B 18] «

es0pEINdwos « uopednauy

UTTSWAITZS'W a0

L102/d3S/v| Byoed

02 uoisiep

#4'€d'2°2¥13N 00IPeD

V2I13VaIa avaINN 30 NOIDVOIHINYId a

«SIANV SO1., VAILYONAI AVAINN

216

William Manuel Gonzalez Gallegos



<
o
=
SN ]
>
O
w
a
=)
<
=)
(%]
o
[SN]
=
=z
=)

feqes) ap pend |
“GuwINe [p UoPANPOI 3P SISIPUY 1EURL

of@100 3p B35 :OIUBWINISY] |
UQIIRAIBSGO (ENUIBY |

‘03281403 oonewEew

A ouejjayses alenBuaj un esn «
‘ezapdwy|

A uapJo Ul sofeqes] SO| BzIjeaY «
‘opes8 opundes ap |eisued ugpenda

#] UCY SOpRUSIR|I SEWa|qald asjansay
‘opesd opundas ap ugpPenda

BUN UB EPEIUASEICES BIJUQD B BIYUBP] eiqaBoan aemyos «
3 $21Ua12Y202 50| ap SOUSK eTIRUY » ouwaa

P Wie Sp OARISOCSIP »

opesd opunias ap jesauad FETTTETTIN

UDPENIS B U0 BIRRIT B] BUDIIRIY « wopeindwos «
‘opeiB opundas ap uppenia B2YJ3US1D RIOPERINI[ED &

] U EPRIUAsHICa) EJUDD B] EIYRUSP| &

2UBIPNIS? AP 01XD] »

opes opundas ap | 8 eun jod sep d
93 59 Lad sop | Iqosd saa) .
‘opes3 opundas ap [esauad UPRENda N Ua epejuasaidal
VIUDI B| JEIYILBP] d anb e JRuY .
‘50048 50 ap Oun eped ejudsaudal
anb opeJ# opunBas ap (eiaual ugDENda B| JIGLIST »
‘sepep

opes opunBas ap saj 3 se| 1d
anb e3upd ap odn @ seun p A Y ljleuye
ugpepyjosuc)

'01qaB03Q DURIUN 0{UPI SIPDPIANID JOIYDIY =

“E138) BUN O URUOD @5 anb sEPa

SOp ‘olund un 5a IS 4 esed seyd. dosd

A ‘epriauaBap e2jUQD BUN P SEINSIBIDNIED SBY JEIYIUIP| ¢

‘asdye e] ap A epuaIsjunIp €]

spEay 1 se| ajua Qe

‘gloquadiy eun o asdi@ eun eas UIENIS € anb

eied 1ep aqap as anb soudlis so| ap ugIdELEeA B) JRI)dXT .

‘opesd opunBas 9p | oF € 8p 50

3P S2I0{8A $0| 3UB SEOUAIAYP A SETURIAWAS J0qEIST
Jayip se| qo esed L

$0| Je1WO0] UIGIP aND SAUIOIRA SO JEdYNdWaIa A Jezieuy «

UODINASUG) UQIIDAS B US BIUANDUA

25 anb opes8 opunBas ap jeseual uppends e JezEUY *

VOPINASHO)

‘0@ |2 uR d d g € Jap e
Sope|ndjed so1ep so| Jesedsad (e 10| q0e
‘|uip [@p pepipunjosd

e Aoye |2 uod e Junp ef ap PIp |8 Jesedwode
‘faded

#p ojj01 [9p UL € 9p BIP 2 JgnjeD e
eIl uopenits ef 183 o

uopedppuy

LUTSW A

LI02/d3S/v| Byded

0°7 uoIsIap

¥JI12YdIa AVAINN 30 NQIOVOIINYTd 35

4642 213N :06iped

«S3ANY SO1. YAILYONA3 AVAINN

217

William Manuel Gonzalez Gallegos



<
o
=
SN ]
>
O
w
a
=)
<
=)
(%]
o
[SN]
=
=z
=)

feqesy op pem

“ouWIN(e 3P UPIRINPaIM AP SISIfELY (NP

of210) ap e3s] :ojuBWINASY|
UOIIRAIBSGQ) (AL

‘0323102 odjpwagew

A ougjayses alendual un esn «
“ezaidul|

A uspio uod sofeqes; 50| eZ|(EBY «
‘eayi ns ap aed

© ejoqupdiy €| 3p UPPEN €] BAUINIUI

eiga80a0) 2IEMYOS
ouwIIIXI

“A ala o x afa |e ojajesed 1@ 3p ONISOOSIP »

|30y afa auan ejoquadiy e| 1S U0 » FETESTITIY
‘ejoqupdiy esopeindwod «

2] 3P EMUOUED UGIIENIS B] EQUINIUT & B U RIOPEINDIED &
“2joquadiy eun eayNURP| « JURPMSI PP 01D «

“Aafa |2 o x af |e ojajesed sa |ea0y afs

12 15 OPUAINBUNSIP €1OQIFIY ] 3P UPIIENII €] JeIUOIUY
‘58

euiBed e] ap S0| OWOD S0P JaA|0S3) ‘Sepep AP

unBas sejoquadiy ap ¥ se| ae
‘eaypad ns 3p olpaw Jod 2joqpdiy B 9P EAUGUED UGIIENID
2| Jenuodua anb efiua) as anb soj ua soixdlala Jez)|j2ay e
ugpepjosuo)

7.3 ey i Il‘.

‘v eurded ef ap 50| OWaY

5021299 Jezes) ‘EOQPdlY BUN URWIOJUOD aND SOJUBWRR
$0| Jesjuaoua anb eBua) 35 anb sof Ua sOPINAIE JBNOSSY
“A ofo ju o@jeind 220§

afa uod UaBLIO |8 Ua OIUAD U BlOGIDIY B] AP BALOUED
ugenos 2 A x 33 |e opjesed |ea0y 3(a ol LB |8 US
0J3U3D U0 BjOGIRAIY B] 3P BIIUOUED UPIIENIA | INBUNSI] «
78 euiBed 133| 'uaSio |9 US OLED LD BlOGIPdIY

BUN 3P EI(UOUED UDIIENIA B JAUSIGO OWOI Japuaidwio) «
‘T8 euiBed ) ap sauopjuyap A inBy e Jenasqo ‘ejoqipdiy

eUN URWLIOJLOD anb 12 50| S0poy Qe
‘19 eufed e us eyuasaid

as anb ejoqiadiy ap uPIUYSP ] Japudwod A 133] «
uINISUO)

‘eINSy eped uS SI0I 50|

lenjeas ap o8an| sjeuno) 35 anb seinBy seranu sej edpuU| «
“einfy eped ua opezjjEal URY 35 anb SALI0D SO| JET)RUY *
‘18 euiBed e ap (BRI UQIENIS €] JEAIISG0 *
uopedonuy

UTTSWASITS W 0D0

L102/d3S/YL BYed

02 ‘ugisiap

VOIL2YQId AvaINN 3d NOIDVIIHINY1d

v4'Ed'2 2 ¥13N 06pog

«$3IANY SO1. YAILYDNA3 AVAINN

218

William Manuel Gonzalez Gallegos



<
o
=
SN ]
>
O
w
a
=)
<
=)
(%]
o
[SN]
=
=z
=)

e >u-_oa.0nz

uasonjoAul s anb 50| us uo F
eyl ns ap spsed e ejoqipdiy e uv _!o..ou A 3.:?.3
UDPENDA B JBUSIGO BOIP 35 AND 50 U SOPRPIR(D JaA(05AY &
‘88 euifed | 3p S0| OWOI SO JaN0sal ‘sepep
S3]8121U) SAUOPIPLO? ap Jped © ‘2logipdyy B Ip (219Ul
UQIIeNIA B JAUNGO eqap as anb so| ua soniafa JezeaY &
‘g8 euified e ap s0| OWO SOI3IAf@ JaA|0sa)
“€AUPUEI UPIIENA NS P JLed © eloqdIL B 3P [RIauE
UQIENIa B] 13UGO EGAP 3 aND 50| U 501212a[@ JezjEIY ¢
ugpepjosuo)
'0iGaB039 DIOGIAAIY DIUOI SIPOPIARID JOTIOIY
‘LB eujBed g :w ueajueyd
a5 anb s0| owod uoided|de ap 19 \OSTY =
‘9@ eu|ded 2| 3p 50| OWOI S0P
Janosa) ‘ejaqiadiy €] 3p B0 ot e A 8

0393100 oofpwew UPPEND@ ] UBUO|IE(RS 95 nb SO| U S01A2Uae eZieay »
A ouejjaysed afendus| un esn « 'g3 eurled e ua euasaid as anb
“ezeydul ©[0q:pdly €] 8P |EIBUDE UQIIENIS B] IP UQPIULIP €] 9] »
A uapio uca sofeqen soj Bz/|eay = HOPONNSUOD
“eduoURd 8035 aIeMUOS P 1d 2joqipduy B} 3p 50304 A SBIURA SO| JEJIPU] «
uglIenos ns e ap ipsed e efogqipdiy ousBxe e JUN2J(3 8] 3P SIUQUED LD
i ap 515u) €] 3p [RIaUal UQIIENJD €] BUBRGO * | CJuaLeUAIEW(E I CANSODSIP « ©| ejuasaidal epenueyd ..2830 #) anb 1220u033Y
‘ouwn|e |ap :ﬂuusvn.n ap nu-.i 83U | aut!u:m ap ined e 43.3; PETITETIT Y "gg EuBpd €] Ip [EI1U) UDIDRMS B) JBT)
¥] 9p |[esauad uppende g 3 ei0p@NALIO) o uopedppuy
ofay0) ap el :ojuBWNISY| eoqipdyy EGRUS BIOpEINJ[ED «
UOIEAIBSOQ) BUIP| €] 8p [miBUSS UOPENIA B| ENJED ¢ 2JURIPNISA (8P O1XD] « » LUTSW A
L102/d3S/Y ) B84 ﬁ
ek VII1LOVAIa AVAINN 30 NOIDVIIHINY1d f r
p4'6d'ZZ V13N 00P0) .SIANV SO1. YAILYDNA3 AVAaINN | Ve

219

William Manuel Gonzalez Gallegos



I ——

A\/Hm..@.wc:d, AR

L .
0J2p10) euepie] "epd] :IHANON Bue||210 524010Q "ep2T :JYSNON

73j§2u0D we||jxW “Bul :IYAWON

‘3SHVIINAY V NQIDVLAVAY V1 30 NOIDYIID3dS3

FIVID34S3 VALLYING3 GVOIS3D3N V1 30 NQIDVDIHID3dS3

*SIUVINORIUND SINOIDVIIVAY "E

‘ope.8 opunBas ap ugpende

€] 21on|0Aut 35 anb $0| Ua UQREX| de ap S0IAG Janosay «

“wypsd

ns ap Jpued esexug P ep| 3 ugenia

2] Jenuodua anb eBus) as anb so| Ua soX1IAfB JeT)ERY «
16 euided B] 3p 50| OWOI SOPPR(E A0S ‘oped
opundas ap ugiaenia e ejuasaidal eaud ap ody anb

€ Jeagyauap) anb e3ua) as anb so| ud sopRIRla Jezieay -

UppEpRosuo)
'06 eulBpd ¥) 9p 50| owWoo opesd
pungas ap upioenda e UALNIAU| anb 12 sezieay o
'06 ujBpd ©| 3p S05e7 S0f J23
‘aasaid as anb osed [ unas opess opundas ap uopenda
‘013100 0N PWIY W das apand anb ° P se) AnBupsiq e
A ougjesea alendua) un esq) « ‘06 euided ) ua eluasaud #5 anb opesd opundas
“ezajduy ap ug; T 9 4ep B Jopudidwod A e «
A UBpIO V) SO[RGEIL SO| BIESY » eiqaBoan aemyos « UoRINASHO)
‘opes8 opunfes ap ugPenda d ug L} D .
‘ofeqes| ap ouapen) (ojuSWINISU| ] URIIN|0AUL BNb SaUOEAE ANaNSHY | ojuawELEIEW]E Bp OANSODSIP « “jaded 3p 0jjo) [9p A |PPUIP [FP SPUOEUSWIP SB) JEZjRUY o
‘ouN(e [Bp UOPINPOIT IP SSIPUY (eAUIRL ‘opesd opundas ‘06 ewided of ap |RINUI UOLIENYIS €] S5 -
9P uok B 2p jo uapand uopedpuy
0fa10) ap €15 (ouawNisyY) | 95 3N 5EAUDD SAUBISIP SE| INTUNSI] @ £3413U313 BIOPEINIEI o
UQIRAIISGO (e2IUIP) | “OpesB 0puNnSas ap UOPENIa B ANBUNSI] » AUPNISS (3P 01X o LTTSW @D
b VILOYaIa QVCINA 30 NOIOYDIINY1d
0'Z worsIen v @ : _
y4€d 22 V13N :06poD «SIANYV SO1. VAILYONAT AYAINN 5

<
o
=
SN ]
>
O
w
a
=)
<
=)
(%]
o
[SN]
=
=z
=)

220

William Manuel Gonzalez Gallegos



