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RESUMEN

Debido a las actuales exigencias que presentan las normativas para la
educaciéon ecuatoriana y dada la importancia del Calculo Diferencial, como una rama
de las matematicas y sus aplicaciones en el mundo contemporaneo, se ha
desarrollado la presente guia didactica para el maestro, la cual se enfoca en cuatro

temas principales de la derivada de una funcion.

Para cumplir con este proposito se ha usado material impreso como tablas y
graficos en la estructura de esta guia. También se han utilizado recursos
tecnoldégicos como la calculadora y el video. De esta manera, se pretende mejorar el

proceso de ensefianza y aprendizaje de la materia.

Con lo anterior, se busca crear un vinculo entre los conceptos teéricos que
presentan los textos de Calculo Diferencial, con recursos que los estudiantes puedan

manipular y relacionar facilmente con la realidad en la que viven.

Asi pues, se pretende conseguir una educacioén integral, en donde el profesor
es un facilitador y un guia en el proceso de ensefianza y aprendizaje del Calculo
Diferencial. Ademas, mediante el uso de los materiales presentados en esta guia
didactica, se convierta en un motivador, para lograr aprendizajes de calidad y un

mejor rendimiento académico.

Palabras Clave: Guia Didactica, Video Educativo, Céalculo Diferencial, Derivada.
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ABSTRACT

Given the current requirements regulations for Ecuadorian education and the
importance of differential calculus as a branch of mathematics and its applications in
the contemporary world, it has been developed this teacher’s guide, which focuses on

four main themes of the derivative’s functions.

To fulfill this purpose it has been used printed material such as charts and graphs on
the guide’s structure. Also, it has been used technological resources such as the
calculator and the video. So, this guide tries to improve the teaching and learning of

the subject.

This work searches to create a link between the theoretical concepts presented in
differential calculus’ texts and the resources that students can manipulate and relate

them to the reality where they live.

Thus, it is intended to achieve an integral education, where the teacher is a facilitator
and a guide in the teaching and learning of differential calculus. In addition, by using
the materials presented in this guide, teachers will be motivators to achieve quality

learnings and improve academic performance.

Keywords: Didactics Guides, Educational Video, Differential Calculus, Derived.
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INTRODUCCION
La presente guia didactica ha sido elaborada como un recurso para la
implementacion del Laboratorio de Matematicas de la Carrera de Matematicas y
Fisica de la Universidad de Cuenca y como un recurso para orientar y motivar a la
ensefianza-aprendizaje de la derivada de una funcion. Se ha incluido el video como
una herramienta motivadora para que el profesor pueda estimular los aprendizajes
de los estudiantes que por algunas razones sienten poco interés en la materia o para

aquellos que necesiten reforzar algunos temas o estudiar por cuenta propia.

En el capitulo | se hace un analisis tedrico sobre temas como la educacion, el
constructivismo, la Constitucion Ecuatoriana y la educacion, etc. Ademas de ello,
también se hace mencion al uso de las TIC, entre ellas, el video educativo como un

recurso para la propuesta.

En el capitulo 1l se describe la investigacién de campo realizada para la cual
se utilizé la encuesta. Mediante tablas y graficos estadisticos se hace el andlisis y la
interpretacion de los resultados obtenidos. Al final se determinan las conclusiones de

la etapa investigativa.

En el capitulo Ill se desarrolla la propuesta del trabajo de titulacién, la cual
consiste de ocho temas: cuatro introductorios y cuatro temas propiamente dichos.
Cada tema presenta su respectivo plan de clase y las recomendaciones para que el

maestro pueda llevar su clase de manera satisfactoria.

Mauro Leonardo Sinchi Chuya Péagina 14
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CAPITULO 1

1 FUNDAMENTACION TEORICA: “Guia didactica y videos para la ensefianza-
aprendizaje de la derivada de funciones trigonométricas, movimiento

rectilineo, regla de la cadena y diferenciaciéon implicita”

1.1 Antecedentes

La actividad educativa sin duda alguna es una de las labores mas dignificantes
e interesantes que pueden existir, ya que, a diferencia de otros oficios, se esta

trabajando con personas llenas de emociones y sentimientos individuales.

“Para ser un buen maestro y convertir la docencia en un verdadero arte e incluso, en
un estilo de vida, es imprescindible, en primer lugar, querer realmente ensefar, y
luego, cumplir con toda las exigencias que una solida preparacion implica, estar
dispuesto a enfrentar y vencer todos los problemas inherentes al ejercicio de la
profesion y, sobre todo, ser capaz de sentir la mayor de las satisfacciones por el
simple hecho de trabajar con alumnos; eso es tener vocacién para la docencia”

(Vazquez Valerio 18)

En la realidad ecuatoriana, tal como lo exigen la Constitucion de la Republica
del Ecuador, la Ley Organica de Educacion Intercultural (LOEI) y la Ley Orgéanica de
Educaciéon Superior (LOES), un profesor, maestro, docente o cualquier calificativo
dado a quien realiza la actividad de ensefiar, debe tener un completo dominio de la
materia que ensefia, ademas de poseer conocimientos en varios campos con énfasis
en las teorias psicolégicas y pedagdgicas, y un buen grado de conocimientos en

cultura general y en otros aspectos del diario vivir de la sociedad en general.

Mauro Leonardo Sinchi Chuya Péagina 15
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Por otra parte, el brindar una educacion de calidad es un deber ineludible del

estado ecuatoriano y todos quienes la reciben ya sean nifios, jévenes, 0 personas
adultas tienen el derecho de ser participes en este proceso; un proceso que
generard en ellos una modificaciéon en su forma de ver al mundo y todo cuanto esta
presente en €l. Con respecto al tercer nivel de educacion, la LOES en su articulo 8,
literal b, expresa que una de las finalidades de la Educacion Superior es “Fortalecer
en las y los estudiantes un espiritu reflexivo orientado al logro de la autonomia

personal, en un marco de libertad de pensamiento y de pluralismo ideolégico”

Se hace notar al lector que tanto la LOEI como la LOES tienen como su centro
de interés al estudiante y su proceso de aprendizaje, en un marco del buen vivir. Al
ser el estudiante el centro del proceso educativo, se pretende potenciarlo para que
sea un ciudadano con conciencia ética y solidaria, capaz de servir a la sociedad en la

gue se desenvuelve. (LOES 6)

1.2 Laeducacion

La Constitucion de la Republica del Ecuador promulgada en el Registro oficial
N° 449 de 20 de octubre de 2008 en su capitulo segundo, seccion quinta, con

respecto a la educacion en sus articulos 26 y 27 dispone:

Art. 26.- La educacién es un derecho de las personas a lo largo de su vida y un deber
ineludible e inexcusable del Estado. Constituye un &rea prioritaria de la politica publica
y de la inversion estatal, garantia de la igualdad e inclusién social y condicion
indispensable para el buen vivir. Las personas, las familias y la sociedad tienen el

derecho y la responsabilidad de participar en el proceso educativo”
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Art. 27.- La educacion se centrard en el ser humano y garantizar4 su desarrollo
holistico, en el marco del respeto a los derechos humanos, al medio ambiente
sustentable y a la democracia; sera participativa, obligatoria, intercultural, democratica,
incluyente y diversa, de calidad y calidez; impulsara la equidad de género, la justicia, la
solidaridad y la paz; estimulara el sentido critico, el arte y la cultura fisica, la iniciativa
individual y comunitaria, y el desarrollo de competencias y capacidades para crear y

trabajar.

Ahora bien, los ultimos fragmentos del art. 26, mencionan a la educacion como
un proceso, el cual, no se da de manera individual sino colectivamente, puesto que
participan las personas, familias y la sociedad en general y esto la hace compleja e

influenciada por el contexto social en donde se desarrolla.

En concordancia con el articulo 27 y desde la perspectiva de muchos autores
de las llamadas corrientes pedagdgicas modernas, se dice que la educacion es un
proceso dinamico, pues no implica transmitir saberes unilaterales y separados, sino
de manera integral: conocimientos de la vida diaria, técnicos, morales, filosoéficos,
etc. Los mismos que le sirvan al individuo para desenvolverse dentro de un grupo

social y sentirse parte de él.

El hombre posee la capacidad de ensefiar y aprender y, segun Delval, estos
son elementos esenciales del proceso educativo, ademas esta caracteristica hace al
género humano adaptable dentro de un contexto social y cultural. La herramienta
fundamental para que el hombre ensefie y aprenda es la capacidad de razonamiento

y la inteligencia que posee. (Delval 87)

Mauro Leonardo Sinchi Chuya Péagina 17
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El proceso educativo formal en nuestro pais inicia cuando el nifio tiene los 5

afos de edad, y a cargo de ello se encuentran las instituciones educativas primarias,
secundarias y de nivel superior, respectivamente. El trabajo de estos centros es velar
por el correcto desarrollo de las destrezas de cada estudiante; como se mencioné
anteriormente cuidando que cada nifio, puber, adolescente, adulto, etc. reciba una
educacion integral, asegurandose de que sean ellos quienes creen sus

conocimientos en base a los recursos brindados por el centro educativo.

Ya que si la escuela es solamente un lugar en donde se “da el conocimiento” al
estudiante, entonces se convierte en un territorio de adoctrinamiento, en donde el
educando mecaniza los procesos para llegar a las respuestas esperadas por los
profesores, pero de ninguna manera desarrolla su capacidad de resolver los
problemas de manera creativa, es decir buscando nuevos caminos, nuevas formas

de resolverlos, aunque esas formas ya existan, €l debera redescubrirlas. (Delval 86)

Es importante hacer notar al lector que la palabra escuela no debe ser
entendida como la institucion educativa de cierto nivel. En este contexto se considera
a la escuela como algo mas general, un término que abarca a las instituciones de

todos los niveles de educacion.

Tanto la Ley Organica de Educacion Intercultural (LOEI) en su articulo 2, literal
b, asi como también la Ley Organica de Educacion Superior (LOES) en los fines de
la educacion superior en su articulo 9, mencionan la importancia de la educacién

para el cambio de la sociedad ecuatoriana. Se menciona que es un instrumento
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capaz de ayudar a la construccion del Ecuador dentro de un marco del buen vivir y

reconoce a las nifas, nifios y adolescentes como sus principales actores.

Ahora bien, si uno de los aspectos importantes de la educacion es lograr el
desarrollo de la sociedad en la cual se desenvuelven los sujetos que aprenden,
entonces los aprendizajes deben ser de calidad, procurando que cada nueva cosa
asimilada por el estudiante llegue a formar parte de sus estructuras mentales y
mediante el uso de éstas sea capaz de resolver los conflictos intelectuales o morales

presentes en su vida diaria.

Para el cumplimiento de las disposiciones dadas por la Constitucion de la
Republica del Ecuador en el ambito de la educacion, asi como también de la LOEI y
la LOES es conveniente que la planificacion del trabajo educativo por parte de las
instituciones educativas se dé bajo el concepto de educacién brindadas por las
corrientes pedagodgicas de la escuela nueva, porque éstas consideran al individuo
como la parte esencial del proceso educativo y llevan a planificar los aprendizajes
con base a los intereses de los estudiantes, buscando siempre su desarrollo tanto

intelectual, moral y personal.

Dentro de las corrientes de la escuela nueva existen tres términos, los cuales
siempre estan en uso: educacion, ensefianza y aprendizaje. Todas estas acciones
son complementarias pues dependen la una de la otra, no puede haber educaciéon
sin enseflanza y mas aun no se puede hablar de ensefianza sin que se dé el

aprendizaje. (Gispert 62)
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La educacidon busca el desarrollo del individuo dentro de una sociedad y al
conseguir esto, la sociedad logra también desarrollarse. Todo lo aprendido en la
escuela: saberes, valores, costumbres, etc. son herramientas valiosas para
desenvolverse como persona. La responsabilidad del estado es brindar las
oportunidades para que todos puedan formar parte del proceso educativo, asi como

también el comprometer a cada uno dentro de este proceso.

1.3 ¢Qué es el constructivismo?

Segun Good y Brophy, en los Estados Unidos por la década de los sesenta y
frente al conductismo, dominante en ese entonces, aparece la llamada revolucion

cognoscitiva, que es una expresion del constructivismo.

“Las descripciones del aprendizaje como condicionamiento de asociaciones y
respuestas por medio de reforzamiento dieron paso a los puntos de vista cognoscitivos
gue describian al aprendizaje como algo que implica la adquisicion o reorganizacion de
las estructuras cognoscitivas por medio de las cuales se procesa y se almacena la

informacion” (Good y Brophy 156)

El constructivismo es una corriente pedagdgica en la cual se pone como centro
del proceso educativo al estudiante, por ello, se toman en cuenta los procesos que
garanticen su aprendizaje. Bajo este concepto pedagdgico el papel del profesor es la
de ser un guia en el proceso educativo, él es quien proporciona los materiales y las
orientaciones necesarias para que el estudiante interactie, manipule y construya su

conocimiento, asi el papel del profesor es el de ser un motivador.
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Segun Good y Brophy los modelos de educacion basados en el constructivismo
desarrollan el conocimiento de los estudiantes de manera secuencial, es decir, se
aprende algo nuevo con base en los conocimientos previos que tiene el estudiante.

(156)

De la misma manera, Piaget afirmé “que nacemos como procesadores de
informacion activos y exploratorios, y que construimos nuestro conocimiento en lugar
de tomarlo ya hecho en respuesta a la experiencia o a la instruccion” (Good y

Brophy 29)

Aprovechando estas particularidades por las cuales se caracteriza el género
humano, se puede aplicar el constructivismo en todas sus expresiones dentro de un
salon de clases. El trabajo de quienes estdn a cargo de brindar los materiales
necesarios a los estudiantes, es buscarlos o crearlos de acuerdo a sus necesidades
especificas del contexto social y cultural en donde se estd dando el proceso

educativo.

1.4 El constructivismo en el Ecuador.

Por la documentacion existente en la actualidad con respecto a la educaciéon en
nuestro pais, es evidente que el sistema educativo en sus Ultimas reformas busca
trabajar bajo los modelos surgidos de la revolucion cognoscitiva. De acuerdo con el
libro Actualizacién y fortalecimiento Curricular de la Educacién General Bésica
emitido en el afio 2010 con respecto a las bases pedagdgicas del disefio curricular

se afirma;:
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“El nuevo documento curricular de la Educacién General Basica se sustenta en
diversas concepciones teéricas y metodoldgicas del quehacer educativo; en especial,
se han considerado algunos principios de la pedagogia Critica, que ubica al
estudiantado como protagonista principal del aprendizaje, dentro de sus diferentes

estructuras metodoldgicas, con predominio de las vias cognitivistas y constructivistas”

9)

Mediante la revisién de las diferentes constituciones que se han sucedido en
nuestro pais, los primeros indicios de colocar al sujeto como alguien de quien se
busca su desarrollo se encuentran en la Constitucion de 1967, la cual, en su articulo

36 al respecto de la educacion dice:

“La educacién tendra por objeto el pleno desarrollo de la personalidad e inculcara
respeto a los derechos y libertades fundamentales; favorecera la comprensiéon y

tolerancia entre los grupos sociales y religiosos, y el mantenimiento de la paz.

En todos los niveles de la educacion se atendera primordialmente a la formacion moral

y civica”

Desde la constitucion de 1967 se ha ido evolucionando, de manera muy
pausada, en este concepto hasta llegar a lo que promulga la constitucion ecuatoriana
del afio 2008 en donde se considera al sujeto que aprende como el centro y origen
del quehacer educativo y para el cual se busca el desarrollo integral en el llamado

Sumak Kawsay o Marco del Buen Vivir.
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1.5 Las herramientas que se utilizan en el aula constructivista

¢, Qué es una herramienta? Pues se puede afirmar que una herramienta es algo
para llevar a cabo alguna actividad concreta. Cada ciencia o campo del saber cuenta
con sus propias herramientas para poder desarrollarse. Una de las ciencias de las
cuales se va a hablar es la didactica.

Al hablar de la didactica estamos haciendo referencia a una:

“disciplina y campo del conocimiento que se construye, desde la teoria y la practica,
en ambientes organizados de relaciébn y comunicacion intencionadas, donde se
desarrollan procesos de ensefianza y aprendizaje para la formacion del alumnado”

(Gispert 56)

Considerando esto y de forma muy general en términos de J.A. Comenius
citado en Gispert, “la didactica es el artificio universal para ensenar todo a todos los
hombres” (56). Por ende, cada materia o asignatura dentro del sistema educativo
formal o no formal debe contar con una didactica especifica para poder cumplir de

manera satisfactoria los aprendizajes en los estudiantes.

En el campo de las matematicas existe una didactica especifica, la didactica de

las matematicas.

“La finalidad de la didactica de las matematicas es el conocimiento de los fendbmenos
y procesos relativos a la ensefianza de las matematicas para controlarlos y, a través

de este control, optimizar el aprendizaje de los alumnos” (Parra y Saiz 45)

Al hacer uso de la didactica de las matematicas se pretende mejorar la forma

de la enseflanza de las matematicas, es decir, es un area del conocimiento
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encargada de brindar los recursos necesarios para que los estudiantes puedan

alcanzar los aprendizajes deseados y de esta manera poder brindarles la educacion

integral y de calidad exigidas por las normas educativas vigentes.

1.5.1 Laguiadidactica

La guia didactica es una herramienta de la didactica, pues permite la
planificacion secuencial de los contenidos que servirdn de apoyo tanto a los
estudiantes o a los profesores. “Las guias en el proceso ensefianza aprendizaje son
una herramienta mas para el uso del alumno que como su nombre lo indica apoyan,
conducen, muestran un camino, orientan, encauzan, tutelan, entrenan, etc.” (Arauco

3)

Con respecto al aprendizaje, se pide al lector analice el siguiente caso: Un
adolescente quiere ser un gran deportista en el area del fatbol. Este joven ha leido
mucho sobre futbol y sabe todas las estrategias y técnicas de este deporte, pero
jamas aprendera a jugarlo si no estd en una cancha con un balén, formando un

equipo y enfrentando a otro equipo.

De manera similar, para saber matematicas, no basta con leer solamente, la
lectura es la base para conceptualizar un tema y la terminologia utilizada para un
determinado capitulo de estudio, pero en donde se consolida el conocimiento es
cuando el estudiante trabaja con material de apoyo, y mas aun en la aplicacién

practica que les pueda dar a los temas estudiados.

Una herramienta que puede brindar base tedrica e incorpore en si otros

recursos didacticos para reforzar el aprendizaje es la guia didactica, pues se presta

Mauro Leonardo Sinchi Chuya Pagina 24



TS, (i pe—

£

UNVERSIOAD OF CUENA

UNIVERSIDAD DE CUENCA

para ser estructurada de acuerdo a las necesidades especificas presentadas por los

estudiantes a los cuales va dirigida.

La guia didactica sera un instrumento en donde se sugerira al profesor la
manera de dirigir su clase. Le indicara qué tiene que propiciar, como lo debe hacery
como saber si los estudiantes han logrado el aprendizaje. Estara organizada
secuencialmente y para su estructura tomara en cuenta otros medios disponibles
tales como material impreso, tv, videos, software y otros recursos (Arteaga Estévez y

Figueroa Sierra 1)

1.5.2 Latecnologia como herramienta constructivista.

El avance tecnoldgico se puede evidenciar en situaciones reales, por ejemplo:
al presionar un solo botén el ser humano se puede comunicar con el resto del
planeta y saber lo que esta ocurriendo a miles de kilbmetros en tiempo real; pero,
¢, Cudl es el aporte de las tecnologias en el campo de la educacion? Pues bien,
desde que aparecieron las tecnologias de la informacion y la comunicacion (TIC) y
especialmente cuando apareci6 la educacion virtual, se han venido dando una serie

de supuestos;

“en la década de 1920, se decia que los dibujos reemplazarian a los libros de texto.
En la década de 1930, la radio se convirtid en el epicentro de un nuevo tipo de clase.
En la década de 1950, la television se presentaba como el futuro de la educacion. En
la década de 1960. La << enseflanza asistida por ordenador >> iba a reemplazar a

los profesores” (Universidad Camilo José Cela 811)
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Sin embargo, a pesar de los supuestos existentes, se debe analizar el
verdadero poder de las nuevas tecnologias y el potencial cambio que pueden traer a
la educacion dentro del Ecuador en la actualidad. Pero se debe tener conocimiento
sobre las posibilidades de ensefianza y aprendizaje brindados por estos recursos

para poder manejarlos correctamente.

“El valor de la tecnologia educativa, como el de cualquier otro instrumento en las
manos del hombre, depende no tanto del valor intrinseco o del poder efectivo del

instrumento, cuanto de la cabeza que lo dirige” (Universidad Camilo José Cela 812)

Es decir, que las tecnologias estan ahi, pero es el docente y los estudiantes
quienes deben darles el verdadero valor y aprovechar el potencial presentado por
estas herramientas para lograr aprendizajes significativos para todos. Un profesor,
puede estar al tanto de las innovaciones pedagodgicas y psicoldgicas, un estudiante

puede interactuar facilmente con otros de todo el mundo y compartir conocimientos.

1.5.3 El video educativo
El aprendizaje virtual es parte de las TIC, mediante el uso de esta herramienta

se puede motivar al estudiante a que aprenda las cosas por si mismo.

“La ensefianza virtual puede poner al servicio del aprendizaje una serie de medios de
gran calidad para disponer al estudiante a realizar un verdadero aprendizaje innovador
que le ayude no solo a aprender conocimientos, sino, sobre todo, a aprender a

aprender y aprender a lo largo de la vida” (Universidad Camilo José Cela 815)

Como una modalidad de ensefianza virtual se dispone del video educativo el

cual es una herramienta que, de manera bien estructurada, es capaz de captar la
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atencion del estudiante, mediante el desarrollo explicativo I6gico y secuencial de un

determinado tema, ya sea para abordarlo por primera vez o para reforzarlo.

El video educativo es uno de los medios para que los profesores ayuden a los
estudiantes a asimilar de mejor manera los conocimientos deseados. Para
considerar a un video como educativo basta con que éste cumpla con un objetivo
especifico previamente formulado. De esta manera, casi cualquier video puede estar

en esta categoria. (Bravo 1)

Actualmente, se puede encontrar una gran cantidad de videos que pueden ser
considerados educativos, basta con que se proponga un objetivo educativo
alcanzable por el usuario luego de observarlo. Por lo tanto, utilizar el video como un

medio de ensefianza-aprendizaje es una ventaja sobre otras herramientas.

Pues bien, se afirma que la corriente constructivista ofrece varias herramientas
para los educandos y profesores. Las guias didacticas pueden favorecer mucho en la
construccion del conocimiento de los estudiantes actuando como instrumentos
motivadores abiertos a la consulta e impulsadoras para fomentar en ellos la
investigacion. Ademas, las tecnologias y dentro de ellas el video educativo, son

recursos valiosos a los cuales, en la actualidad, casi todos pueden acceder.

1.6 El Laboratorio de Matematicas.

Al usar material de apoyo para el aprendizaje de un tema en particular estamos
haciendo uso de la didactica. Al hacer uso de materiales para aprender matematicas,

entra en juego la didactica de las matematicas. En general, el aula es el lugar para
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usar este material didactico, pero, de manera mas precisa, el lugar adecuado para

hacer su uso es el Laboratorio de Matematicas.

Actualmente, el Laboratorio de Matematicas de la Carrera de Matematicas y
Fisica de la facultad de Filosofia, Letras y Ciencias de la Educacion de la
Universidad de Cuenca esté trabajando en su implementacion. Una vez logrado este
objetivo, se podra trabajar con los usuarios en sus instalaciones de manera
satisfactoria. Sin embargo, lo anterior no quiere decir que actualmente no se utilice
este espacio fisico como parte del proceso de ensefianza-aprendizaje de las

matematicas.

El laboratorio de Mateméaticas “es una estrategia pedagodgica de utilizacién del
material, en la que se encuentra un conjunto de actividades matematicas para ser
desarrolladas de manera auténoma por los participantes a través del uso de variados
materiales, proceso que proporciona un ambiente de aprendizaje en el que se genera
la relacion entre actividad matematica y material manipulativo, relacion que contribuye

a la construccion y fundamentacion de pensamiento matematico” (Arce 2)

Se puede decir que el Laboratorio de Mateméaticas es un lugar en el cual se
realizan las distintas actividades de refuerzo en el aprendizaje de la matematica.
Este es un espacio en donde los estudiantes y docentes pueden desarrollar distintas
actividades encaminadas a mejorar el proceso de aprendizaje y ensefianza de la

matematica.
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1.6.1 Importancia del Laboratorio de Matematicas en el proceso de ensefianza-
aprendizaje de las matematicas
Al ser un lugar que promueve el uso de material didactico, el Laboratorio de
Matematicas cumple un papel fundamental en el proceso de ensefianza y
aprendizaje de la materia debido a que el estudiante puede reforzar la parte
conceptual de la materia haciendo uso de los diferentes recursos presentes en éste

lugar

Asi, los estudiantes pueden hacer sus consultas sobre temas que no
entendieron o, entendieron a medias en el aula. Ademéas de lo anterior, en este
espacio los estudiantes pueden plantearse la posibilidad de crear nuevo material
para un tema especifico con base a los materiales existentes e incluso ante la

carencia de los mismos.

El Laboratorio de Matematicas es un espacio ideal para que los estudiantes
interactten con total libertad y construyan sus conocimientos con respecto a un tema
particular. Este espacio fisico es importante en el proceso de ensefianza y
aprendizaje de la materia ya que el profesor como guia tiene los materiales
necesarios para brindarles a sus estudiantes y los estudiantes, por su parte, tienen la

oportunidad de interactuar y manipular esos materiales.

1.7 Los contenidos.

En sus 20 rupturas al statu-quo educativo promovidas por el nuevo marco legal

educativo, en su numeral 15, se menciona que en nuestro pais se ha implementado
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el Bachillerato General Unificado BGU con el objetivo de brindar las mismas

oportunidades de acceso a una educacion de calidad a todos los estudiantes.

“Art. 42.- Nivel de educacion general basica. - La educacion general basica desarrolla
las capacidades, habilidades, destrezas y competencias de las nifias, nifios y
adolescentes desde los cinco afios de edad en adelante, para participar en forma
critica, responsable y solidaria en la vida ciudadana y continuar los estudios de

bachillerato...” (LOEI 23)

“Art. 43.- Nivel de educacién bachillerato. - El bachillerato general unificado comprende
tres afios de educacion obligatoria a continuacion de la educacion general basica.
Tiene como propdsito brindar a las personas una formacién general y una preparacion
interdisciplinaria que las guie para la elaboracion de proyectos de vida y para
integrarse a la sociedad como seres humanos responsables, criticos y solidarios...”

(LOEI 23)

Al leer los articulos anteriores se puede apreciar el enlace que existe entre la
EGB y el BGU, este enlace se da también entre el BGU y la educacion de tercer
nivel, por lo tanto, se necesitan de profesores capaces de establecer estas

relaciones de la mejor manera posible.

De cara a estas exigencias se encuentra la Carrera de Matematicas y Fisica de
la Universidad de Cuenca, la cual tiene 37 afios de haberse fundado y trabaja bajo la

siguiente mision:

“La Carrera de Matematicas y Fisica de la Facultad de Filosofia, Letras y

Ciencias de la Educacion de la Universidad de Cuenca forma docentes calificados,
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con valores y capaces de liderar procesos educativos en el area de matematicas y
fisica para satisfacer los requerimientos curriculares del octavo, noveno y décimo

afno de EGB y del bachillerato del sistema educativo ecuatoriano”

Pues bien, como un aporte al cumplimiento de esta mision, se desarrolla esta
guia didactica dirigida especificamente a una rama de las matematicas, la cual
pretende lograr que el futuro Licenciado en Matematicas y Fisica sea un profesional
con dominio en la materia de Calculo Diferencial y en todos los conceptos que se

relacionan con esta parte de las matematicas.

Para el efecto se incluyen ilustraciones a todo color, juegos relacionados con
las matematicas, conjeturas matematicas adaptadas a modo de narraciones que,
pretenden despertar el interés del estudiante y conseguir que se convierta en un

investigador activo en estos temas.

En el caso de la Carrera de Matematicas y Fisica de la Facultad de Filosofia,
Letras y Ciencias de la Educacién de la Universidad de Cuenca, la derivada de una
funcién esta dentro de la materia llamada Calculo Diferencial y es abordada en el
tercer ciclo de estudios. La modalidad de estudios es presencial y hay un docente

responsable de guiar al estudiante y dirigir el aprendizaje de la materia.

El temario de contenidos de la presente guia didactica se detalla a

continuacion:

1. Conceptos previos al estudio de la derivada

1.1.Introduccién a funciones
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1.2. Operaciones con funciones

1.3. Limites de funciones

1.4.Derivada a partir del limite

2. Estudio de la derivada.

2.1.Derivada y movimiento rectilineo

2.1.1.

2.1.2.

2.1.3.

2.1.4.

Introduccion
Posicion, desplazamiento y velocidad
Velocidad promedio y velocidad instantanea

Gréaficas del movimiento rectilineo

2.2.Laregladelacadena

2.2.1.

2.2.2.

2.2.3.

2.2.4.

Introduccion
¢, Qué es la regla de la cadena?
La notacion Leibniz y la regla de la cadena

Aplicacion de la regla de la cadena en las funciones compuestas

2.3.Derivada de funciones trigonométricas

2.3.1.

2.3.2.

2.3.3.

Introduccion
Aplicaciones de las derivadas de las funciones trigonométricas

Movimiento uniformemente variado

2.4.Diferenciacién implicita

2.4.1.

2.4.2.

2.4.3.

24.4.

¢, Qué es una variable implicita?
¢, Qué es una funcion implicita?
La diferenciacion implicita

Aplicaciones de la diferenciacién implicita
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2.4.5. Uso de las TIC en la diferenciacion implicita.

Se han incluido estos contenidos de acuerdo con el silabo correspondiente a la
materia de Célculo Diferencial de la Carrera de Matematicas y Fisica de la
Universidad de Cuenca. Ademas, se ha basado en los textos de célculo incluidos en

la bibliografia.

1.8 Laguiadidacticay el video. Cambios que se esperan

Ante las actuales normativas que rigen a la educacion superior ecuatoriana se
hace necesaria una completa coleccion de materiales con los cuales el profesor y de
manera especial el estudiante pueda construir su conocimiento ya que, para la
acreditacion de la institucion universitaria, ademas de la infraestructura y otras
condiciones, un aspecto de gran valor es la evaluaciébn de los conocimientos

adquiridos por parte de los estudiantes.

En el libro Nuevos Métodos Educativos, de la Universidad de Cuenca, hay
referentes sobre las misiones y funciones de la educacién superior. En su articulo 1
habla sobre la mision de la universidad y menciona que la misién universitaria es

educar, formar y realizar investigaciones. Ademas, la universidad tiene como mision:

“formar diplomados altamente cualificados y ciudadanos responsables, capaces de
atender a las necesidades de todos los aspectos de la actividad humana, ofreciéndoles
cualificaciones que estén a la altura de los tiempos modernos” (Universidad de Cuenca

26)
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Entonces, esta guia didactica pretende mejorar y darle un sentido diferente al
aprendizaje de la derivada de una funcién. Se quiere, con ello, lograr en los
estudiantes una mejor aceptacion a este campo de las matematicas y prepararlo

para los temas del Calculo Integral.

Por lo antes mencionado, en este trabajo de titulacion también se incluyen
actividades tales como la resolucién de ejercicios de forma grupal para estimular la
cooperacion y la solidaridad entre estudiantes, sabiendo que cuando se forman
grupos de trabajo, se impulsan valores universales tales como el respeto, la

cooperacion, la solidaridad, la tolerancia, etc.
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CAPITULO Il

2 Metodologia de lainvestigacion de campo.

2.1 Enfoque de lainvestigacion

El presente trabajo investigativo fue ideado para que sea de corte cuantitativo,
por ello, el instrumento utilizado para el levantamiento de la informacion es la

encuesta.

El @mbito de estudio es regional ya que las encuestas fueron aplicadas a los
estudiantes de los tres ultimos ciclos de la Carrera de Matematicas y Fisica de la
Universidad de Cuenca. Al trabajar con toda la poblacién se obtuvo un nivel de

confianza del 100%.

Los puntos de aplicacion de las encuestas fueron las aulas en las que los
estudiantes de la Carrera de Matematicas y Fisica de la Universidad de Cuenca
reciben sus clases y se las realizaron en la tercera semana del mes de diciembre del

afio 2015.

2.2 Estructuracion del instrumento para recolectar la informacién.

Como ya se menciond anteriormente, el instrumento que se utiliz6 para el
desarrollo del presente trabajo investigativo es la encuesta, la misma que esta
estructurada asi: un encabezado, un cuerpo y al final la informaciéon de quien

respondié la encuesta.
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En el encabezado estan los datos tales como la fecha de realizacion de la

encuesta, nombre del encuestador, y después se dan algunos instructivos a la
persona encuestada: se indica para qué se utilizara la informacion conseguida, la
confidencialidad de los datos obtenidos y la honestidad con que debe contestarse

cada pregunta.

El cuerpo del cuestionario queda estructurado asi: 13 pregunta de las cuales; la
primera es informativa, desde la pregunta 2 hasta la pregunta 6 incluidas, hacen
relacion a las variables dependientes, desde la pregunta 7 hasta la pregunta
13 incluidas, hacen relacion a las variables independientes.

De las 13 pregunta del cuestionario, 11 son cerradas y 2 son semi-cerradas.
Asi también para facilitar la tabulacion de los datos se ha hecho la respectiva
codificacion asignandole un valor numérico a cada una de las opciones que
presentan las preguntas.

Para presentar las opciones a las preguntas cerradas, contenidas en el
cuestionario, se ha trabajado bajo el método del escalamiento de Likert, en donde se
han considerado opciones pares, de estas el 50% muestran un criterio y el otro 50%
muestran otro criterio. Para la pregunta nimero 8 se ha considerado opciones
impares, sin embargo, también esta desarrollada bajo el criterio del escalamiento de
Likert.

Para las preguntas semi-cerradas se han presentado varias opciones. Sin
embargo, al final se deja un apartado llamado “otros”, en donde el encuestado puede

escribir alguna opcion que a su criterio crea conveniente.
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2.3 Identificacién de variables

En tanto a las variables se han identificado las siguientes:
Variables dependientes: Materia Abstracta, Rendimiento académico

Variables independientes: Guia didactica, video.

2.4 Anédlisis de datos

Una vez aplicadas las encuestas se procesan los datos obtenidos utilizando la
hoja electrénica de célculo Excel. Luego se presenta esta informacion de la siguiente
manera: Primero se transcribe la pregunta, a continuacion, se inserta un cuadro que
muestra el numero de encuestados que responden a cada opcién y su respectivo
porcentaje, luego se muestra graficamente esta informacion. Finalmente se realiza

un analisis de estos datos.
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Pregunta 1.

¢En qué ciclo de la carrera esta usted actualmente?

CATEGORIAS | FRECUENCIA | PORCENTAJE
Cuarto 22 36,07%
Sexto 13 21,31%
Noveno 26 42,62%
TOTAL 61 100,00%

Porcentaje encuestados por ciclo

Andlisis e interpretacion.
De acuerdo a la informacion anterior se puede evidenciar que un alto
porcentaje de estudiantes de la Carrera de Matematicas y Fisica, en el periodo

septiembre 2015 - febrero 2016, estan cursando el noveno ciclo.
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Pregunta 2.

Cuando usted cursé la materia de Calculo Diferencial, ¢se le presentaron

dificultades en el proceso de aprendizaje de la materia?

CATEGORIAS | FRECUENCIA | PORCENTAJE
Siempre 6 9,84%
Casi siempre 10 16,39%
Algunas veces 43 70,49%
Nunca 2 3,28%
No sabe 0 0,00%
No contesta 0 0,00%
TOTAL 61 100,00%
Cuando usted cursé Ila materia de Calculo
Diferencial, ¢se le presentaron dificultades en el
proceso de aprendizaje de la materia?
43
45 -
40 -
35 -
30
25 -
20
15 -
10 >
siempre casi algu nas nunca no sabe no contesta
siempre veces

Andlisis e interpretacion.
Al observar la tabla anterior, se puede constatar que un total de 59
encuestados correspondientes al 96,72% afirman que al menos una vez tuvieron

dificultades en el proceso de aprendizaje de Calculo Diferencial. Esto confirma que la
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materia se presta para proponer materiales que, de alguna manera, ayuden a cumplir

de mejor manera los aprendizajes de los estudiantes.
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Pregunta 3.
En el tema de la derivada, los ejercicios propuestos para que los realice,

¢fueron problemas contextualizados, faciles de relacionar con el medio en que

usted vive?
CATEGORIA FRECUENCIA | PORCENTAJES
Siempre 4 6,56%
Casi siempre 10 16,39%
Algunas veces 30 49,18%
Nunca 17 27,87%
No sabe 0 0,00%
No contesta 0 0,00%
TOTAL 61 100,00%
En el tema de la derivada, los ejercicios propuestos
para que los realice, ¢fueron problemas
contextualizados, faciles de relacionar con el medio en
gue usted vive?
30 1
25 -
20 | 17
15 - 10
10
5 .
o —_— _—
siempre casi algunas nunca no sabe no contesta
siempre veces
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Andlisis e interpretacion.

Al analizar los datos de la tabla anterior, se evidencia que un total de 44
encuestados correspondientes al 72,13% afirman que al menos una vez se les
presentaron problemas contextualizados, en contraste con un total de 17 estudiantes
correspondientes al 27,87% que afirman que nunca se les presentaron problemas
contextualizados en el proceso de aprendizaje de Célculo Diferencial.

Al parecer, la mayoria de problemas que los estudiantes resolvieron ya sea de

libros guias o propuestos por el profesor, en la actualidad estan contextualizados.
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Pregunta 4.

Cuando curso la materia de Calculo Diferencial, para usted, ¢cual fue o

fueron los subtemas mas dificiles de asimilar? Nota: un encuestado
podia marcar mas de una opcion.
CATEGORIA FRECUENCIA | PORCENTAJE
Derlvad_a de funciones 6 577%
polinomiales
Diferenciacion implicita 32 30,77%
Regla de la cadena 17 16,35%
Derivadas trigopnométricas 19 18,27%
Derl_v,ada y movimiento 99 21.15%
rectilineo
Ninguno de los anteriores 4 3,85%
Otros 4 3,85%
TOTAL 104 100,00%
Cuando curso la materia de Calculo Diferencial, para
usted, ¢cual fue o fueron los subtemas mas dificiles de
asimilar?
35
30
25
20
15 -
10 - 6
5 -
0
&%
0<0<b
S &
R &
b‘?/ (\O
P &
N &
b@
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Andlisis e interpretacion.
Al analizar la informacion de la tabla anterior, se puede evidenciar que existen
4 temas que presentan un mayor grado de dificultad en el aprendizaje de la derivada,

ordenandolos desde la que presenta mayor dificultad tenemos:

a. Diferenciacion implicita
b. Derivada y movimiento rectilineo
c. Derivada de funciones trigonométricas

d. Regla de la cadena
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Pregunta 5.

Para usted, ¢qué tan abstracta es la materia de Calculo Diferencial?

CATEGORIA FRECUENCIA | PORCENTAJE
Muy abstracta 12 19,67%
Moderadamente 32 52.46%
abstracta
Poco abstracta 15 24.59%
No es abstracta 2 3,28%
No sabe 0 0,00%
No contesta 0 0,00%
TOTAL 61 100,00%
Para usted, ¢qué tan abstracta es la materia de Célculo
Diferencial?
35 - 32
30 -
25 -
20 -
15 | 12
10 -
X2 (‘,\"b é‘,b 2 ,o?/ <@
E A G
N & <,°’b o° ®
N Q o Q
& @Q’ Q O
6’b
e{b
&

Andlisis e interpretacién.
De acuerdo a la informacién mostrada en la tabla anterior, se observa que un
total de 59 encuestados correspondientes al 96,72% afirman que la materia de

Célculo Diferencial presenta un cierto grado de abstraccion.
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Pregunta 6.

¢,Cree usted que su rendimiento académico se ve afectado por no tener a su

alcance material didactico de apoyo?

CATEGORIA FRECUENCIA | PORCENTAJE
Si 37 60,66%
No 18 29,51%
No sabe 5 8,20%
No contesta 1 1,64%
TOTAL 61 100,00%
¢Cree usted que su rendimiento académico se
ve afectado por no tener a su alcance material
didactico de apoyo?
37
40 -
30
18
20
10 .
O 1
Si No no sabe no contesta

Andlisis e interpretacion.

De acuerdo a la informacién presentada en la tabla anterior, se evidencia que
el 60,66% de estudiantes esta de acuerdo en gque el material didactico es un factor
qgue influye en el rendimiento académico. Por ello la necesidad de implementarlo

para lograr mejorar el rendimiento académico.
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Pregunta 7.
Aparte de los recursos que usted utiliza ¢qué se deberia implementar
para hacer a la materia mas comprensible? Nota: el encuestado podia

marcar mas de una opcion.

CATEGORIA FRECUENCIA | PORCENTAJE
Guia didactica para el maestro 37 31,62%
Coleccion .de ejercicios 26 22.22%
contextualizados
Imagenes e ilustraciones 20 17,09%
Videos sobre el tema 31 26,50%
Otros 3 2,56%
TOTAL 117 100,00%
Aparte de los recursos que usted utiliza ¢Qué se deberia
implementar para hacer a la materia mas comprensible?
10 - 37
31
26
30
20
20
10 - 3
0 T T T T 1
& 4 & & &
P & X P
S > & &
&’b 68 .§\) 0‘0
) & & 5’
& &% .\500
& \6‘@% 3
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Andlisis e interpretacion.

De acuerdo a la informacién mostrada por la tabla anterior se puede
evidenciar que un 97.44% de los encuestados afirman que se deberia implementar
una guia didactica para el maestro, imagenes e ilustraciones, ejercicios
contextualizados y videos. Ademas, se observa que el video es uno de los recursos

gue mas demanda tiene para mejorar el aprendizaje. Se pueden incluir todos los

elementos en la guia didactica.
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Pregunta 8.

Segun su criterio, ¢con qué metodologias se aprendera mejor la materia de

Calculo Diferencial?

PREGUNTA 8 FRECUENCIA | PORCENTAJE
Solo
tradicionalista 1 1,64%
Mezcla:
tradicional y 52 85,25%
moderna
Solo moderna 4 6,56%
No contesta 4 6,56%
TOTAL 61 100,00%

Segun su criterio, ¢con qué metodologias se aprendera
mejor la materia de Calculo Diferencial?

60 - 52
50 -
40
30 -
20 A
10 - 1 4
. Ay | | |
solo tradicional y solo moderna no contesta
tradicionalista moderna
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Andlisis e interpretacion.

Al analizar los datos de la tabla anterior, se puede evidenciar que las
metodologias de la escuela tradicional no estan descartadas por completo por parte
de los estudiantes de la Carrera de Matematicas y Fisica de la Universidad de
Cuenca, ya que el 85,25% de los encuestados afirman que la mejor manera de
aprendizaje y ensefianza de la materia de Calculo Diferencial es utilizando una

combinacion de metodologias de la escuela tradicionalista y de la escuela moderna.
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Pregunta 9.
Para aprender o reforzar algo nuevo en cualquier campo del conocimiento, ¢ha

utilizado video tutoriales que hoy los encuentra en paginas como el You Tube?

CATEGORIA FRECUENCIA | PORCENTAJE
Siempre 11 18,03%
Casi siempre 14 22,95%
Algunas veces 34 55,74%
Nunca 2 3,28%

No sabe 0 0,00%
No contesta 0 0,00%
TOTAL 61 100,00%

Para aprender o reforzar algo nuevo en cualquier campo
del conocimiento, ¢ha utilizado video tutoriales que hoy
los encuentra en paginas como por ejemplo You tube?

34

35 1

30 A

25 A

20 A

14

2

ol O
\vJ U
- A A
0 T T T T T 1
siempre  casi siempre  algunas nunca nosabe  no contesta
veces
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Andlisis e interpretacion.

De acuerdo a la informacién mostrada en la tabla anterior se puede evidenciar
gue la mayoria de los estudiantes de la Carrera de Matematica y Fisica de la
Universidad de Cuenca, con un porcentaje del 96,72%, ha utilizado el video como
herramienta de apoyo en el aprendizaje de algo nuevo o para reforzar algo ya
aprendido. Por ello se puede utilizar este recurso para mejorar los niveles de

aprendizaje de la materia de Célculo Diferencial.
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Pregunta 10.

¢,Cree usted que seria util contar con videos explicativos sobre el tema de la

derivada en el Laboratorio de Matematicas para que los estudiantes los puedan

utilizar cuando lo requieran?

CATEGORIA FRECUENCIA | PORCENTAJE
Si 57 93,44%
No 2 3,28%
No sabe 2 3,28%
No contesta 0 0,00%
TOTAL 61 100,00%
¢Cree usted que seria Gtil contar con videos explicativos
sobre el tema de la derivada en el Laboratorio de
Mateméticas para que los estudiantes los puedan utilizar
cuando lo requieran?
57
60 -
50 -
40 -
30 -
20 -
10 - 2 5
4 V4 P
0 T T T T
Si No no sabe no contesta

Andlisis e interpretacién.
Al observar los datos de la tabla anterior se evidencia que el 93,44% de los

encuestados esta a favor de que el video sea una herramienta con la que debe
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contar el Laboratorio de Matematicas como material de apoyo en el aprendizaje de

Céalculo Diferencial.
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Pregunta 11.

Actualmente, el Laboratorio de Matematicas, ¢cuenta con recursos didacticos

suficientes, en el tema de la derivada?

CATEGORIA FRECUENCIA | PORCENTAJE
Si 0 0,00%
No 24 39,34%
No sabe 37 60,66%
No contesta 0 0,00%
TOTAL 61 100,00%

Actualmente, el Laboratorio de Matematicas, ¢ Cuenta
con recursos didacticos suficientes, en el tema de la

P

derivada?
40 -
30 -
20 -
10
0 . :
Si

no sabe

no contesta

Andlisis e interpretacion.

De acuerdo a la informacibn mostrada en la tabla anterior, se puede

evidenciar que el 60,66% de los estudiantes no tiene conocimiento o no ha usado el

Laboratorio de Matematicas. El 39,34% restante afirma que no existen suficientes

recursos para el tema de la derivada.
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Pregunta 12.

Un buen camino para mejorar el aprendizaje de las matematicas es la

resolucion de problemas sobre el tema. ¢ Esta usted de acuerdo?

CATEGORIA FRECUENCIA | PORCENTAJE
Si 57 93,44%
No 3 4,92%
No sabe 1 1,64%
No contesta 0 0,00%
TOTAL 61 100,00%

60

50

40

30

20

10

Un buen camino para mejorar el aprendizaje de
las matematicas es la resolucion de problemas
sobre el tema. ¢ Esta usted de acuerdo?

57

.F-\

Si

No

no sabe

no contesta

Andlisis e interpretacion.

De acuerdo a la informacién mostrada en la tabla anterior, se evidencia que el

93,44% de los encuestados estd de acuerdo en que, al resolver problemas se

mejoran los aprendizajes en el campo de las matematicas.
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Pregunta 13.

¢,Cree usted que el Laboratorio de Matematicas debe contar con programas de

computaciéon y las TIC para abordar el tema de la derivada?

CATEGORIA FRECUENCIA | PORCENTAJE
Si 59 96,72%
No 1 1,64%
No sabe 1 1,64%
No contesta 0 0,00%
TOTAL 61 100,00%

¢Cree usted que el Laboratorio de Mateméaticas debe
contar con programas de computacion y las TIC para
abordar el tema de la derivada?

g0
JI

60 -~

50 -

40 A

30 -+

ARy A W A

0 T T T T
Si No no sabe

no contesta

Analisis e interpretacion.

De acuerdo a la informacion de la tabla anterior, se evidencia que un 96,72%
de los estudiantes de la Carrera de Matematicas y Fisica de la Universidad de
Cuenca estan a favor de que las TIC sean herramientas con las que cuente el

Laboratorio de Matematicas.
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2.5 Conclusiones:

Mediante la tabulacién de los datos que ofrecieron las encuestas se ha

logrado constatar lo siguiente:

La materia de Calculo Diferencial es una asignatura en la cual los estudiantes
presentan dificultades de aprendizaje y como una consecuencia de ello
también el rendimiento académico se ve afectado. Uno de los factores es el
grado de abstraccion que presenta la materia en si; otro, es la falta de
recursos didacticos en el Laboratorio de Matematicas en el tema de la
derivada.
Existen 4 temas que son de mas dificil comprension. Ordenados, desde el que
presenta mayor dificultad son:

a. Diferenciacion implicita

b. Derivada y movimiento rectilineo

c. Derivada de funciones trigpnométricas

d. Regla de la cadena
Los estudiantes no han descartado por completo las metodologias de la
escuela tradicional y tampoco las de la escuela nueva, ellos afirman que lo
mejor que se puede dar para mejorar el aprendizaje de la derivada de una
funcién, es una mezcla entre las metodologias de estas vertientes
pedagogicas.
La mayoria de los encuestados utiliza el video como herramienta de ayuda

para aprender nuevos temas o reforzar lo aprendido.
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e Los estudiantes sugieren que para mejorar el aprendizaje en Calculo
Diferencial se deben utilizar recursos como una guia did4ctica, imagenes,
ejercicios para resolver y videos sobre el tema.

En vista de todas las conclusiones anteriores, se desarrolla la presente guia
didactica como un recurso para el Laboratorio de Matematicas y para que el docente,
los estudiantes y cuantos visiten este espacio fisico cuenten con materiales con los

cuales puedan cumplir sus aprendizajes de manera satisfactoria.
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CAPITULO Il

3 Desarrollo de la propuesta
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Mapa General de Contenidos

La derivada

v

Conceptos previos
al estudio de la

derivada.

l

Estudio de la derivada
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Mapa de Contenidos de la Primera Unidad

Conceptos previos al estudio de la derivada.

b

3.1. Introduccién

a funciones 7

3.2. Operaciones

con funciones 7

3.3. Limite de

funciones 7

3.4. Derivada a
partir del limite
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Mapa de Contenidos de la Segunda Unidad

Estudio de la derivada.

b

3.5. Derivaday

movimiento

rectilineo 7

3.6. Lareglade

la Cadena T

3.7. Derivadas de

funciones

trigonométricas T

3.8. Diferenciacion

Implicita
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3.1 Planificacion de la |l sesion: Introduccion al estudio de las funciones

TEMA: INTRODUCCION AL ESTUDIO DE LAS FUNCIONES

Objetivo:

Objetivos especificos de la sesion

Desempefios auténticos

¢ Reconocer
funciones.

e Modelar
funciones.

como parte de

Definir lo que es una funcién. °
los distintos tipos de

problemas que
e Utilizar las calculadoras graficadoras o

las TIC en la
graficacion de funciones.

variable
implican

e Utiliza

Define lo que es el domino y rango de
una funcién a partir del concepto de

dependiente e

independiente, respectivamente.
e Traza la gréfica la funcion.
Reconoce
funciones.
la calculadora para poder
graficar una funcion cualquiera.
¢ Modela problemas que tienen que ver
con funciones.

los distintos tipos de

¢ Qué debe aprender el
estudiante?

¢,Cémo debe aprender?

¢Como se avaluaran los
aprendizajes?

e EI concepto y las
caracteristicas que
definen a una funcion.

e Distinguir los mdltiples
tipos de funciones a
partir de sus gréficas.

e Modelar problemas del
mundo real que tienen
que ver con las
funciones.

e Manejar correctamente
la calculadora
graficadora como un
recurso auxiliar en sus
actividades de estudio.

¢ Relacionando los
conceptos previos
acerca de conjuntos de
nameros y algebra con
el concepto de funcion.

¢ Integrando los
conocimientos de su
vida cotidiana con los
conceptos
matematicos
presentados.

e Utilizando
herramientas
auxiliares, que ayudan

aqui

a simplificar algunos
célculos.

e Aplicando los
conocimientos
obtenidos en la
resolucion de
problemas de la vida
cotidiana.

¢ Identifica lo que es una
funcion y sus
parametros.

e Lleva lo tedrico a lo
practico mediante el
modelado de
problemas que
implican funciones.

e Dibuja la gréfica de
una funcién tanto de
forma manual como
también utilizando un
software especifico.

Mauro Leonardo Sinchi Chuya

Pagina 64




3.1.1 Recomendaciones para el docente

Para el desarrollo de esta sesion se tomaran en consideracion los tres momentos de
la Enseflanza —Aprendizaje. A continuacion, se detallan las recomendaciones que
se hacen para cumplir con esos momentos y lograr el aprendizaje eficiente de los
estudiantes en el tema.

Al ingresar al aula de clase salude cordialmente, de esta manera lograra que
sus estudiantes dirijjan su mirada hacia usted. Trate de crear empatia con los
estudiantes, de esta manera estara fomentando un ambiente agradable en el aula.
Recuerde que el docente es un motivador y debe apuntar a ello. Al realizar estas
actividades, se pretende que en unos 2-5 minutos el estudiante se despeje de las
preocupaciones que pueda presentar y se enfoque en la materia.

1. Activacion de conocimientos previos

*Se recomienda que el docente organice grupos de lectura
para que a partir de la introduccion ellos sean quienes hagan
cuestionamientos acerca del tema que se va a tratar. A partir
de la sopa de letras el docente puede hacer un recordatorio
sobre los distintos conjuntos de los numeros. Asi también,
mediante la lectura del texto "entrando en materia," se puede
hacer una introduccion a lo que es una funcion. Se
recomienda que en este momento se exponga el video de la
sesibn numero uno para darles una idea general de los
contenidos de la sesion.

2. Construccion del conocimiento

*Para esta etapa se podria pedir que los estudiantes, a través
de los grupos de lectura, realicen un cuadro sinéptico sobre
los parametros de una funcion, y los distintos tipos de
funciones con sus respectivos ejemplos. El docente debe
hacer énfasis en pedir ejemplos cotidianos, sin importar que
parezcan triviales o con poco sentido, la cuestion es que el

estudiante aprenda a sentirse seguro en esta area. Si aparece
algun ejemplo erroneo se lo corregird en la marcha de la
clase.

*Se recomienda que el docente incentive a sus estudiantes a

usar la calculadora graficadora o algun otro software de facil
acceso. En esta sesién hay un breve instructivo de como
graficar una funcion utilizando la calculadora Casio Fx9860G

3. Consolidacion del conocimiento

*Se recomienda que se revise el ejercicio del volumen de una
caja costruida a partir de una hoja de papel, esta es una
aplicacibn de modelado de problemas con funciones.
Ademas, se recomienda revisar los ejercicios modelo
presentados y que se realicen las actividades propuestas.

*Al final, se recomiendada que el docente haga un breve
resumen de la sesién para concluirla.
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TEMA 1: INTRODUCCION AL ESTUDIO DE LAS FUNCIONES

3.1.2 Actividades Previas

Pregunta en contexto: Hoy en dia el recolectar botellas de plastico para venderlas es
una actividad que ademas de evitar que existan envases arrojados como basura y
preservar el medio ambiente, genera ingresos economicos. Si por cada botella de
plastico me pagan 0.03 dolares. ¢Puede usted escribir un modelo matematico que

prediga cuanto me van a pagar por recolectar n botellas de plastico? Nota: n es un

griego y representa el

E l\L/JI I:I X g g CR) ,c\l) E Sopa de letras: Conjuntos de numeros
LIN|IE|RILIA|C|C]|S

AIOIQ|AJE|L|A|O|E Conjunto
NIOIRICIN|JA|R|INJ|L NGmMeros
OMIKIIINIE|S|J|A Naturales

Il [A|T|IO|T|S|C|JU|R Enteros
CIEIMINJE|C]I|NJU Racionales oh o fi es la vieds
AIMIEIAIRIUIE|TI|IT Irracionales i o fi es la vigésima
RIAIUILINIUIR|IO]|A Reales primera letra del alfabeto
RIE|S|E|L|AJE|R|N

| A[O|S|AIM|T|S|O

conjunto vacio

Entrando en materia: Para calcular la energia potencial E, se utilizan las siguientes variables m =
masa, g = aceleracién debido a la gravedad, h = altura; y la relacion matemdtica es: E, =
mgh. Si se tiene una piedra de 0,1 Kg y se la lleva al bolsillo desde una planicie a la punta de una

montafia de 100 metros de altura, la E, va a incrementarse gradualmente. En este caso E,

(funcioén de que variable es? ;Por qué no puede ser funcién de la masa o de la gravedad?

—_—
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3.1.3 Introduccion.

Imaginese usted en el patio de su casa ubicada en pleno centro historico de la ciudad de
Cuenca. Sin necesidad de un termdmetro siquiera, usted serd capaz de darse cuenta de lo
siguiente: en la mafiana se sentira con mucho frio, quizd a mediodia esté con una
temperatura muy elevada y en la tarde otra vez con frio. jNi hablar de la noche y la
madrugada! Entonces podemos darnos cuenta que la temperatura depende del momento en

que se la registra, en otras palabras, depende del tiempo.

Traduciendo lo anterior a lenguaje
Cuenca
Ati H . H j 12200 p. m,
matematico decimos que: si tenemos una fodtediord i
. “C 1 P 799
temperatura T que depende del tiempo ft, .. 18C'F modad 78
o Viento: a 10 km/h,
entonces podemos escribir T (t) lo cual nos Temperatura | Precipitacionss | Viento
. 18
dice que la temperatura T depende del
instante en que se la mida t, por lo tanto,
decimos que T es una funcién de t. Y A T T Y Y PRy
197 12° 20° 12°. 18° 13 18 11 18% 12° 19° 1% 20° 11% 200 11
weaather com
T (10a.m.)=17°C Figura 1.1
Curva dibujada por la temperatura en
Cuenca para un dia de noviembre.

Asi también el nUmero de bacterias en un cultivo dependen del tiempo que permanezcan en
dicho cultivo. ElI consumo eléctrico de un bombillo depende del tiempo que esté encendido.

El nimero de chocolates que una maquina produce depende del intervalo de tiempo que la
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maquina esté en funcionamiento. El decaimiento radiactivo de una sustancia radiactiva

depende del nimero de afios trascurrido, etc.

3.1.4 Funciones. Definicién.

Sean X e Y conjuntos en los numeros reales. Una funcion es una relacién en donde a cada
elemento de X le corresponde un Unico elemento de Y. Refiérase a la figura 1.2 en donde se
visualiza este hecho mediante un diagrama sagital; a, A, b, B, ¢, C representan niameros

reales.

Conjunto de partida Conjunto de llegada

Figura 1.2

En el ejemplo de la temperatura, a cada hora del dia le corresponde una Unica temperatura.

2pmA21oc
5 pmA190C

Horas del dia Temperatura

Figura 1.3
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A horas diferentes pueden registrarse temperaturas iguales, pero no pueden registrarse dos

temperaturas iguales a la misma hora.

/’,_\ 83m/;0’—\ o
2pm 17°C 21°C
A Spm/_\ o

Horas del dia Temperatura Horas del dia Temperatura

Figura 1.4 Figura 1.5

Notese que los diagramas sagitales de las figuras 1.3. y 1.4 representan funciones, mientras

que el de la figural.5 no la representa.

regunta:

¢Cual de las siguientes relaciones representa una funcién?

a. Libros de una biblioteca codificacion

b. Pablo Neruda obras literarias de la biblioteca J.B.V

3.1.4.1 Notacién Funcional

Hace referencia a las distintas formas de nombrar a una funcion, asi:

f(x) = ke*&y = ke* representan una misma funcion; en donde k es una constante,

f(x) =y eslavariable dependiente, finalmente x es la variable independiente.
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3.1.4.2 Variable independiente

Es aquella que puede tomar los distintos valores numéricos, de acuerdo al dominio. Es una
variable que no depende de otra variable. En célculo a la variable independiente se la

representa en el eje de las abscisas o0 eje x. Refiérase en la figura 1.6

3.1.4.3 Variable dependiente
Es aquella que depende de otra variable. En este caso depende de la variable
independiente. En calculo a la variable dependiente se representa sobre el eje de las

ordenadas o eje y.Refiérase en la figura 1.6

3.1.4.4 Dominio de una funcioén
Son todos los valores que puede tomar la variable independiente. Suponiendo que estemos
registrando las temperaturas que tenemos en un dia a diferentes horas, el dominio seria: las

horas del dia. Refiérase en la figura 1.6

3.1.4.5 Recorrido de una funcion
También es llamado rango o imagen. Son todos los valores que puede tomar la variable
independiente. Por ejemplo: todas las posibles lecturas de la escala de un termometro.

Refiérase en la figura 1.6

fegunta:

CosXx

¢Cual es el dominio y recorrido de f(x) = ?

X
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3.1.4.6 Evaluar una funcion

Evaluar una funcion es encontrar el par ordenado (x,y), producto final tras ser procesado
por la relacibn matematica dada. Se ingresa la variable independiente x y se obtiene la

variable dependiente y.

3.1.5 Grafico de una funcién
El grafico de una funcion representa a la funcibn en un plano de ejes coordenados.
Refiérase en la figura 1.6. Se la obtiene a través de la representacion de los pares

ordenados(x,y) . Se lo puede realizar manualmente mediante tablas de valores o utilizando

herramientas como las graficadoras.

AN

Ve Y¥A

Figura 1.6
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3.1.6 Como graficar una funcién con la calculadora Casio Fx9860 G

USO DE LAS TIC
Como graficar una funcién con la calculadora Casio
Fx9860 G
Se va a graficar la funcién f(x) = x?> — 1
1. Encienda la calculadora

2. En el menu de opciones elija el modo Graph

3. Ingrese la funcion que desee graficar. Para ello
coléquese con el cursor sobre las Yique presenta

la calculadora y use el teclado.

4. Una vez que termine de ingresar la funciéon

presione la tecla EXE

5. Ahora para graficar la funcion presione la tecla F6
o nuevamente EXE. La grafica aparecera en
pantalla tal como se ve en la figura adjunta.
Nota: este procedimiento es valido para casi toda la

familia de calculadoras graficadoras Casio.

hmsm

W MAIN MEMU s
RUN-MANZTHT encr ssur

—
fx-9860G SD

'E 25TV L JGMENS [T

L
L
L
L

]
i
]
]

fx-9860G SD
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3.1.7 Tipos de funciones

3.1.7.1 Funcidén constante

Es aquella funcion de la forma f(x) = k en donde k es una constante. A continuacion, se

dan algunos ejemplos.

Funcign Constante: f{x)=2 Funcign Constante: f{x)=-1,5

i

i

[

Ha

Ha

Ha

gl 4l

3.1.7.2 Funcion identidad

Es una funcion de la forma f(x) = x en donde x € R. La grafica de la funcién identidad es la

gque se muestra a continuacion.

Funcidn Idenfidad: f{x)=x

Ha
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3.1.7.3 Funcién polinomial

Es de la forma f(x)=a,x"+a,_1x" 1+ a,_,x"2+--+ a;x+a, en donde los

coeficientes ay,,a,,... ,a, son numeros reales y los exponentes son enteros no negativos.

Funcién Polinomica: f(x)=3x* +2x% +5x -3 Funcién Polinémica: f(x)=2x" —x? —5x+1

\ ] /
RV AR AN
SAVARE AN

in

b
T

b

3.1.7.4 Funcidén racional

Si a una funcién f(x) se la puede representar como el cociente de dos funciones

polinomiales, entonces f(x) es una funcién racional.

. i xF+x? -3 ¥ +3
Funcion R:umnﬂl.‘f(.t}:j—j. Funcidn Racional: f(x)=1.5x +
X< +

- x* +1
4 P

v —

Wi /AN
It ;;f__\1/ 4 e -/{ ] p 3

s

[ ]
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3.1.7.5 Funcién algebraica

Es una funciébn que esta representada por una serie de operaciones sobre la funcion

identidad y la funcién constante: adicion, sustraccion, producto, cociente, potenciacion,

radicacion. Las funciones polinomiales y racionales estan incluidas dentro de las funciones

algebraicas.

X
Funcign Algebraica: f(x)=x% - -2x-1

\l |

Funcidgn Algebraica:

=

f [_'c}:_vc|s - -2

\ \

[35]

N L

T N ]/ 3 5 B 1 1] 3
;\\_‘, 3
N

3.1.7.6 Funcidén valor absoluto

Es una funcion de la forma f(x) = |x| en donde x € R y esta definida por

fe={ % =0

. x <0

Funcign Valor Abselute: fix)= f = 1|
Funcién Valor Abseluto: f(x)=|x-1| 2
| \ i /
N hi L~ '
xﬁ./ 11/
M~ N TN/
- r y 4

[I5]

B
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3.1.7.7 Funcion maximo entero

Es una funcion de la forma f(x) = ||x|| en dondex € R. Esta definida por:

x| =n Sin <x<n+1 donden esunentero. Esto es, ||x|| es el maximo entero menor

o igual que x

Funcion Mdxime Entero: f(x)=||x-1]] Funcign Mdximo Entero: fl[xj:":c? =2

s
T

A
T

(5]

Ha

|
F
A

Ha

(5]

3.1.7.8 Funcion por partes

Es una funcién que esta definida por intervalos. Cada intervalo puede representar una

funcion  distinta de  acuerdo al modelo matematico que  representa.

Grafica de la funcién definida por:

~ Funcidn por pares
2

X Si x<1 .
fx)= {—x si 1<x<3
x—3 si x> 3

[}8)

(3]

gL
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3.1.7.9 Funciones trascendentes
Son consideradas funciones trascendentes las funciones trigonométricas, las funciones

logaritmicas y las funciones exponenciales.

Funcion Trascendente: fx)=>5in(x) Funcidn Trascendente: fix)= Cos(3x +1)

ANINTA)
e A
\/| \\/j \ \/ v

H

s
in

|
-

Funcion Trascendente: f(x)=In x? +4 Funcién Trascendente: f(x)= £ (%
M W .
) _as \ / ols 1l - :""--..1_,_,_.-"'"#_“‘\..___.,:.-

o
o

3.1.8 Como evaluar una funcién utilizando la calculadora Casio Fx9860 G
Existen ocasiones en las cuales se debe evaluar una funcién, asi: evaluar la funcién
f(x) =x? cuando x =2. En este caso evaluarla es facil debido a que solamente

reemplazamos x por 2 y el resultado serd 4.Para evaluar funciones de una estructura un

x7+x5+5x342

TP lo que hacemos para simplificar el

tanto mas compleja por ejemplo f(x) =
trabajo es utilizar la calculadora. En este ejemplo vamos a suponer que la evaluaremos para

el caso de que x = 5.
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USO DE LAS TIC
Como evaluar una funcién utilizando la calculadora

Casio Fx9860 G

——

» 7 4 x5 45342 CASIO fx-9860G SD

Se va a evaluar la funcion f(x) = —
2 MATH, HEHU ,—W
I bl
GRAFH |D‘T‘Hﬁ |TF|BLE |RECUR |
1 COHICS ExUA  |FREGM |TWH

1. Encienda la calculadora A xmﬁl ¥$FF|§¢

2. En el menu de opciones elija el modo Run USB POWER GRAPHIC J

3. Ahora lo que haremos es designar un valor a la

—
variable x.Para ello escribimos el valor numérico, SABIO 1RO S
. e
(en este caso 5), luego presionamos la tecla - y la 5
variable x, al final presionamos EXE. De esta
; (k117
forma la calculadora, en los célculos toma a x con
USB POWER GRAPHIC
el valor de 5.
4. Ingrese la funcién que desee evaluar. Para ello
R——
use el teclado. CASIO fx-9860G SD

5. Una vez que termine de ingresar la funcion §>§A?+><A5+5><A3+1:-+<><E+
3149.876923

presione la tecla EXE

6. El resultado obtenido es el valor numérico de la

funcion.
Nota: para evaluarla en otro valor simplemente
cambiamos de valor a la variable x con el

procedimiento del paso 3.
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3.1.9 Modelado de problemas que implican funciones.

Al acercarse a una libreria usted podria comprar una cartulina de tamafio A4 por unos 15
centavos de délar. Ahora su profesor de célculo le pide que con ese pedazo de cartulina
construya una caja de tal manera que pueda contener el mayor volumen posible dentro ella.

¢ Como lo haria? Antes de continuar redacte una serie de posibles soluciones. jInténtelo!

Para resolver problemas de este tipo se recurre al modelado de funciones. Se va a mostrar

una serie de pasos que se deberian seguir para sacarse un 10/10 en la tarea.

Primeramente, recordemos que una cartulina A4 mide 210mm de ancho x 297mm de largo.

Para construir esta caja, se van a cortar cuadrados 210-2x
—_
en las esquinas de tal forma que luego se pueda 210

doblar a la hoja y formar la caja. Observe la figura X

1.7. Ahora bien, el volumen que la caja puede . . T
contener depende de la medida del lado x del 1
cuadrado que se va a cortar. La formula para el o
N ©
volumen de una caja es: area de la base por la 53 :
altura. Trabajando en metros tendriamos: <
Area de la base =(0,210— 2x)(0,297 — 2x); asi J
también altura =x. . . 1
Figura 1.7

Mauro Leonardo Sinchi Chuya Pagina 79



UNVERSTOAD O

UNIVERSIDAD DE CUENCA

)

Entonces el volumen de la caja ser&: V(x) = x (0,210 — 2x)(0,297 — 2x)

Para determinar el volumen maximo de esta caja existen métodos de calculo que el lector
aprenderd después. Por el momento lo que vamos a hacer es ayudarnos de una graficadora

y observar que valor de x proporciona el mayor volumen posible.
El gréfico de V(x) = x (0,210 — 2x)(0,297 — 2x) se muestra en la figura 1.8:

3

V(x) en m ( \

T — Conteste:

3.3313: " -.\
/ " Qué pasa cuando x < 0

. Y qué cuando x > 0,105
r 02 04 LK1 [LX 153 LA \"\\JL 2 q
: ¢ Qué significa esto?
—1]'.1}1]'15:— .
Figura 1.8

Observando la grafica de V(x)se puede deducir que el madximo volumen de la caja se da

cuandox = 0,04m = 4cm para el cual el volumen es:

(0,04) = 0,00113m3 = 1130 cm® ~ 1.1 litros

regunta:
a. ¢Cual es el dominio de la funcion V(x) = x (0,210 — 2x)(0,297 — 2x)?

b. ¢Qué representa este dominio?
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3.1.10 Ejercicios resueltos:

1. Dada la siguiente funcion y(a) = %j_m; con b =1 &c = —2, determine:
a. f(1)
b. f(=h)
c. f(a+h)

d. f(a+h;—f(a)

Solucion:
Como b =1 &c = —2, entonces y(a) puede escribirse como y(a) = _1+2— ;+8a
Notese que en este caso la funcion depende de a.
—1+,/1+8(1) -1+3
a. f()= S Tz o 1
-1+,/1+8(-h -1+y/1-8h
b. f(_h) - Z(h)( : = 2h
—1+,/1+8(a+h)
C. f(a + h) = W
—-1+,/1+8(a+h) -1+V1+8a —-1+,/1+8(a+h) 1-V/1+8a
d fla+h)-f(a) _ 2(a+h) 2a _ 2(a+h) 2a

h h h

2. Dadas las siguientes relaciones; determine cuales de ellas definen una funcién.

Realice las graficas.
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Solucion: De acuerdo a la definicion 1.1.1 a y ¢ son funciones. Por su parte b no representa

una funcion ya que 2 elementos del recorrido estan relacionados con uno solo del dominio.

Ademas, podemos demostrar graficamente que en verdad a y ¢ son funciones y ¢ no lo es.
Para ello hacemos la prueba de la recta vertical: se traza una recta vertical en cualquier
parte de la grafica y si la corta en un solo punto, entonces la gréfica representa a una

funcion, caso contrario no.

. » 1
a. Grafica de la funcion y = =

10t

b. Grafica de la relacionx? + y? = 25 c. Grafica de la funcion |x? — 2|
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El siguiente ejercicio, modelo ha sido extraido del libro El Calculo de Earl W. Swokowski y

desarrollado con fines ilustrativos.

3. Los productos farmacéuticos deben especificar las dosis recomendadas para adultos
y para nifios. Dos de las formulas que se han sugerido para obtener las dosis para

los nifios a partir de las de adultos son las siguientes:

Regla de Cowling: y = %a

Regla de Friend: y = Zista

En donde a es la dosis enmg para adultos y t la edad en afios del nifio.

a. Tomando a = 100 mg grafique las dos ecuaciones lineales en el mismo
sistema coordenado para0 <t <12

b. ¢Para qué edad las dos férmulas especifican la misma dosis?
Solucién:

a. Tomando a = 100 mg las graficas de las funciones se muestran a continuacion.
mg DOsis medicamentos para ninos
100+

80 -
60 -

I (\d

I {\Q
40 4 co

20
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b.

3.1.11

Para este literal debemos tomar en consideracion que cuando las dos rectas se
intersecan la dosis es igual. Al observar la grafica vemos que es aproximadamente
un poco mas de un afio. Para saber la edad exacta resolvemos el problema

analiticamente utilizando un sistema de 2 ecuaciones.

Regla de Cowling: y = %a. Regla de Friend: y = %ta

t+1 2

S @ Tota Para que las dosis sean iguales
t+1 2 . .

57 = st Dividiendo por a ambos miembros
25(t + 1) = 24(2t) Operando

25t + 25 = 48t

25 =48t — 25t

t = 1,087 anos = 13 meses

Conclusion: las dos reglas recomiendan igual dosis a los 1,087 afios ~ 13 meses de

edad.

Actividades propuestas para trabajar en grupo.

Dada f(x) = +31 determine £(=2), £(0), L2229 f(x + p), L@

X
x2+ fQa) ’ h
Escriba un ejemplo de cada uno de los tipos de funciones mencionadas en la seccion

1.1.9
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3.

Investigue cual es el modelo matematico o funcion que describe el interés compuesto
(de acuerdo a lo permitido por la superintendencia de bancos a una institucion
financiera ecuatoriana) y escribala de la forma C(t) en donde C es el capital obtenido
luego de t afios. ¢Cuél es el dominio y el rango? Identifique las variables

dependiente e independiente.

Si hoy deposito una cantidad de 2000 dolares, en una g
institucion financiera ecuatoriana ¢ cuanto tiempo tendré que J 65 F
esperar para retirar el doble de mi depdsito actual si se usa

interés compuesto?

¢ Qué tipo de funcion es la que describe el crecimiento del

namero de bacterias en un cultivo con respecto al tiempo?

Suponga que una varilla cilindrica de cierto metal sumergido en agua, cuyo diametro
se destruye a una razon de 5 mm por afio. Exprese esto como una funcion
matematica. ¢En cuanto tiempo la

varilla se destruird por completo?  Diametro de la seccion trasversal —

Ignore el desgaste en los extremos.

varilla
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7. En las fiestas de independencia de Cuenca se suelta un globo inflado con helio que

asciende verticalmente a una velocidad aproximada de 0,8 ™/. Carlitos esta a 10

metros desde donde se suelta el globo. - globo
s
<
Determine la distanciad del globo con > 27
077 l
. ., o s 1
respecto a Carlitos como una funcion del 6\5@“/ !
s 1
}
. 7z
tiempo ¢ e i
\ 06 ' 1
(\\" e i
(0N ]
10 metros

8. Una mosca vuela en linea recta con una velocidad wven un sistema coordenado.
Exprese la distancia m de la mosca con respecto al origen como una funcion del
tiempo t. Si la mosca pasa por el punto (3,4) ¢cual es el angulo fque la linea de la

trayectoria de la mosca forma con el eje x?

&
mosca

Lae T
oi\g

- qanc® d

A\S
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3.2 Planificaciéon de la Il sesion: Operaciones con funciones.

TEMA: OPERACIONES CON FUNCIONES

Objetivo:

Objetivos especificos de la sesion

Desempefios auténticos

e Determinar lo que es una operacion
con funciones.

e Reconocer los distintos tipos de
operaciones que se pueden realizar
sobre las funciones.

e Conceptualizar lo que es la funcién
compuesta.

e Utilizar el concepto de funcion
compuesta en la resolucion de
problemas

Define lo que es una operacion con
funciones.

Realiza las operaciones basicas con
funciones.

Realiza la operacion composicion de
funciones, asi como también la
descomposicion.

Relaciona los conocimientos
adquiridos en la resolucion de
problemas que tienen que ver con
operaciones de funciones.

¢ Qué debe aprender el
estudiante?

¢,Como debe aprender?

¢ Como se avaluaran los
aprendizajes?

e EI concepto y las
caracteristicas de las
distintas operaciones
con funciones.

e El concepto y las
caracteristicas de la
operacion funcion
compuesta.

e Dada una funcion, si
es posible, expresarla
como el resultado de la
composicion de dos
funciones.

e Relacionando los
conceptos previos
acerca de los distintos
tipos de funciones, asi
como también sus
caracteristicas.

¢ Integrando los
conocimientos de su
vida cotidiana con los
conceptos
matematicos
presentados en esta
sesion.

e Opera correctamente
sobre una o varias
funciones.

e Realiza correctamente
la  composicion de
funciones.

e Realiza la
descomposicién de
funciones cuando se le
presenta una funcion
compuesta.
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3.2.1 Recomendaciones para el docente

Para el desarrollo de esta sesion se tomaran en consideracién los tres momentos de
la Ensefianza —Aprendizaje. A continuacion, se detallan las recomendaciones que
se hacen para cumplir con esos momentos y lograr el aprendizaje eficiente de los
estudiantes en el tema.

Al ingresar al aula de clase salude amablemente, de esta manera lograra que
sus estudiantes dirijan su rostro hacia usted, entonces habrd més posibilidades de
captar su atencion. Usted debe llegar con mucho animo al aula, de esta manera
transmitird esto a sus estudiantes. La intencién es que en unos 3-5 minutos el
estudiante deje a un lado las preocupaciones que pudiera presentar y se enfoque
en el tema que se va a tratar.

1. Activacion de conocimientos previos

*Se recomienda que el docente organice grupos de trabajo de
dos personas. Con motivo de resolver el crucinimero, puede
darles sugerencias a los estudianets en el uso de la
caluladora. La lectura sobre la conjetura de Collatz es un
recurso para captar la atencién de los estudiantes en el tema
de las operaciones con los niumeros. Se recomienda que en
este momento se exponga el video de la sesion nimero dos
para darles una idea general de los contenidos de la sesion.

2. Construccion del conocimiento

*Se recomienda que el docente permita el trabajo de los
estudiantes en la lectura, el analisis y resolucion de las
actividades que presenta esta seccion.

*El docente pedira que los estudiantes den ejemplos en donde
se puedan dar las operaciones con funciones. El docente
mismo presentard algunos ejemplos para que los estudiantes

conceptualicen de mejor manera el concepto de operaciones
con funciones.

*La actividad de la pagina 32 es un ejemplo de la composcion
de dos funciones. Pedir a los estudiantes que modelen un

3. Consolidacion del conocimiento

*El docente pedira la intervencion de aquellos estudiantes que
aun tienen dudas sobre algo que se haya revisado en esta
sesion y las aclarara; en el caso de no presentarse ninguna
duda, el docente hard un breve resumen de la clase para
concluirla.

*Se recomienda que se revisen los ejercicios modelo
presentados en esta sesion y que se realicen las actividades
propuestas.
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TEMA 2: OPERACIONES CON FUNCIONES

3.2.2 Actividades previas

Pregunta en contexto: ¢Conoce los motores de los carros a control remoto? Pues bien,
Mauro extrae uno de estos motores. Al suministrarle un voltaje de 2 voltios se observa
que el eje del motor gira a 6 revoluciones por segundo. Luego, logra suministrarle un
voltaje de 3 voltios y observa que el motor gira a 9 revoluciones por segundo. A partir
de la informacion dada ¢Cual es el modelo matematico que describe el total de
revoluciones por minuto que presenta el motor de juguete al suministrarle 5 voltios?

Nota: Trate de resolver este problema utilizando funciones.

*Crucinumero

Horizontales

verticales

*Tomado del libro Baul de
tesoros matematicos

1. Dias en un afio normal

3. Minutos en un cuarto de hora
4. Segundos en una hora, 24
minutos y 3 segundos

6. Segundos en cinco minutos
7. Horas en un afio normal

8. Horas en 4 dia

10. Dias en un afio bisiesto

1. Dias en octubre

2. Segundos en una hora y media
3. Horas en una semana

4. Horas en 20 dias y 20 horas
5.Cuatro veces 79 segundos

6. Segundos en una horay 3
segundos

9. Horas en un dia y medio

enuncio esta conjetura.

LLa conjetura de Collatz: su enunciado es tan sencillo, sin embargo, esa sencillez no ha

podido ser demostrada por los grandes matematicos de todas las épocas desde que se

En la siguiente pagina se expone esta conjetura a manera de un pequefio cuento.

—
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Hitos)

Ser millonario si se sabe sumar, multiplicar y dividir: (Conjetura de Collatz)

(Extraido y adaptado del cuento mateméatico “Mi media conjetura” de Javier Rodrigo

Mauro llegando al cuarto de estudio de Paulina

Hola Paulina ¢,qué estas haciendo?

Hola estoy practicando las operaciones basicas ya que mafiana tengo una
evaluacion de esto.

iOh interesante!

Si, Pero esto esta aburrido. ¢ Me podrias ayudar para realizar algo distinto?
Mmm a ver déjame pensar... Pues si, si que tengo algo que te podria interesar. A
ver Paulina escribe en tu cuaderno un nimero que se te venga a la mente... ¢ Ya
lo tienes?

Espérame un momento... a ver, este no... este... mmm... si este. Si ya lo tengo
Ahora te daré unas dos reglas sencillas para que trabajes con el nUmero que
acabas de escribir.

Esté bien, dimelas

Mira si el nUmero que elegiste es par entonces dividelo por 2

Si el numero elegido es impar primero le multiplicas por 3 y luego le sumas 1.
Ahora debes repetir este proceso con todas las respuestas que obtengas. Y
sabes, sé que te vas a dar cuenta de algo...

iOk ya lo creo!...

Paulina Sola:

A ver yo he pensado el nUmero 15, como es impar, entonces le sumo 1, o sea
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que ahora tengo 16. Como 16 es par, entonces le divido entre 2 y tengo 8. Como
8 es par divido entre 2 y tengo 4, como 4 es par...
...10 minutos después
Mauro llegando otra vez:
- Veo que has llenado una hoja con operaciones
- Si. jYa que no te imaginas que!
- Pues creo saberlo... pero dime ;Qué es?
- Pues que no importa el nimero que elija al inicio, siempre llego al uno como
respuesta y de ahi todo se repite otra vez.
- ¢ Se repite?
- Sii1+1=2yluego 2/2=1y....
- Pues bien, Paulina, si lograses demostrar que esto es cierto para todos los
nameros, entonces te pagaran un millén de délares.
- En serio... jentonces voy a ser millonaria! Ja ja ja...
- Chao Paulina y suerte con tu prueba de mafana.
- Chao Mauro y gracias
...2 minutos después

- Al6 Mauro... en dénde retiro el premio?
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ara empeza;‘:

La empresa ch produce 2 chocolates por segundo y la empresa CH produce 4 chocolates
en ese mismo tiempo. ¢Cuél es el modelo matematico que describe la produccion total de

chocolates si las empresas deciden trabajar juntas?

3.2.3 Operaciones con funciones.

Al proceso de combinar nimeros lo llamamos operaciones con nimeros, analogo a esto, al
hecho de combinar dos funciones se le denomina operacion con funciones. Dos funciones
pueden combinarse con las conocidas operaciones aritméticas: suma, resta, producto y

cociente. Observe los ejemplos de la tabla 2. 1.a.

Tabla 2. 1.a
OPERACIONES CON FUNCIONES

Sean:f(x) = x +3&g(x) =x3+ x2 -5

Se pueden realizar las siguientes operaciones sobre las funciones anteriores

Operacién Notacion Representacion Resultado

Suma F+9@=f@)+g®) | (x+3)+ x>+ x2-5) x3+x?+x—2

Resta F-g9)@)=fx)—gx) | (x+3)—(x3>+ x?>=5) —x3—x*+x+8

x* 4 4x3 4+ 3x% — 5x
— 15
(x+3)
(x3+ x2-05)

Producto | (f. 9)(x) =f(x) . g(x) | (x+3).(x3+ x?2-05)

Cociente | (f/9)(x) = f()/g(x) | (x+3)/(x*+ x*—5)
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3.2.4 Lafuncidon compuesta.

Ademas de las operaciones mencionadas es la tabla 2. 1.a. existe una operacién particular
llamada composicién o funcibn compuesta. La funciébn compuesta es una operacion en

donde una funcion depende de otra. Observe los ejemplos de la tabla 2.1. b.

Sean f(x) & g(x) dos funciones cualesquiera, la funcibn compuesta se denota por

(f e 9)(x) = f(g(x)

Tabla2.1. b
EJEMPLOS DE LA FUNCION COMPOSICION
f&x) g(x) (f e (x) =f(g(x) Resultado
x? -5 Vx f(Vx) = (V%) -5 x5
sinx mx f(mx) = sinmx 0
Jx3 X+ 4 flx+4) = J(x+4)3 V64 + 48x + 12x2 + x3

/‘ctivibaa:

A un escultor se le paga [0, 2t + 1]d6lares por minuto de trabajo. Pero si él trabaja mas de

una hora se le paga T ddlares de acuerdo al siguiente modelo matematico: T = 0, 1h* por

cada hora que trabaja. Exprese h como funcién de t y encuentre el modelo matematico que

describe el costo total T que el hombre gana por trabajar méas de una hora.
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¢ Cree que se puede descomponer una funcibn compuesta? Hay que tener presente

que, asi como se da la composicibn de funciones, también se puede realizar la

descomposicion de funciones. Es decir, dada una funcién compuesta, se pueden mostrar las

funciones que la constituyen. Los siguientes ejemplos muestran lo mencionado.

3.2.5 Ejercicios resueltos:

1. Dadas las siguientes expresiones, expréselas como el resultado de una funcion

compuesta.
a. (2x+5)?
b V5x+2
© T3
c. a3+ 3a’x+3ax?+x3
Solucion:
a. Sean f(x) = x2&g(x) = 2x + 5, entonces:
(f ) = f(g(x)) = (2x +5)*
b. Sean f(x) = éx/E&g(x) = 5x + 2, entonces:
1 Vv5x 4+ 2
(f e =f(g) = §V5x +2= 3
c. Laexpresiona® + 3a%x + 3ax? + x3 puede ser escrita como:(a + x)3

Considerando esto y con f(x) = x3&g(x) = a + x, entonces:

(f cg)x) =f(gx) = (a+x)® =a®+3a’x + 3ax? + x3
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3.2.6 Actividades Propuestas

1. Siendo:f(x) = x? —3&g(x) = x* + x? determine:

a.

b.

=

2. Resuelva el siguiente funcinimero.

fG)+g(x+2)

[f () + g()] - [9(2) + f(V3]

—f(x) —g().9(0)
g0 = f(x).g(x)
g)/f(x)

(f c9)®)

(g - H)

(f =)

FUNCINUMERO

Si lo has hecho bien, la columna P
muestra los cinco primeros niumeros

impares.

Sean las funciones y las variables:

f(x) = x* +5x a=20
g(x) = V3x b=

h(x) = 900sin (nx + g)

Horizontales
f(a)
g(3™)
h(7,97E5)
a%? + b% +¢?
7

10£(20) — h (52(1—) 7
f()+g@B)+ oo

Verticales
g(1633333333) + 2,2E — 6

f(23)

N D AN TN

= o
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3. Un recipiente esférico de goma se infla mediante
una bomba. La esfera es llenada de helio de tal
manera que el radio crece a una razon de3cm/s.

Exprese el volumen de la esfera como una funcion

de t. ‘
o I

4. La empresa de lacteos LACTOSA, ubicada en la provincia
del Cafiar, produce yogurt. EI numero de envases llenos
producido por la maquina de envasado es descrito por la
siguiente relaciébn matematica: N = +/x, en donde x es el
namero de litros de materia prima. Si la maquina empieza a
funcionar a las 7 a.m. y se tienen 3 litros de materia prima

en su interior y a partir de entonces se le agregan x litros de

materia prima:

a. Exprese el nimero total de envases llenos producidos a partir de las 7 a.m.
como una funcion compuesta.

b. Sien cada hora se procesan 500 litros de materia prima ¢ Cuantos envases se

han producido hasta las 10 a.m.?
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3.3 Planificacion de la lll sesion: Limites de funciones.

TEMA: LIMITES DE FUNCIONES

Objetivo:

Objetivos especificos de la sesién Desempefios auténticos

e Definir lo que es el limite de una e Define lo que es el limite de una

funcion.

e Reconocer y utilizar el concepto de
limite en las operaciones que
involucren este concepto matematico.

e Reconocer Yy utlizar los teoremas
para el célculo de limites.

e Aprendizaje en equipo.

funcién.

Determina el limite de una funcién
dada, para ello utiliza uno o varios
teoremas sobre limites.

Intercambia ideas y opiniones sobre
el tema con los comparieros del aula.

¢ Qué debe aprender el
estudiante?

¢,Cémo debe aprender?

¢ Como se avaluaran los
aprendizajes?

e El concepto y las| e Relacionando los| e Define lo que es el
caracteristicas del conceptos previos limite de una funcion.
limite de una funcién. acerca los | e Determina el limite de
Los distintos métodos conceptos de una funcién utilizando
y teoremas que existen funciones y las varios teoremas.
para calcular limites. operaciones con Demuestra que un
A demostrar funciones. limite encontrado es
formalmente que un| e Integrando los valido.

limite hallado es el
correcto.

Exponer sus ideas de
manera clara y precisa.

conocimientos de su
vida cotidiana con los

conceptos
matematicos
presentados.
Analizando y
resolviendo las

actividades que se
presentan en el texto.

Expone de manera
clara y precisa los
conceptos tratados en
esta sesion.
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3.3.1 Recomendaciones para el docente

Para el desarrollo de esta sesion se tomaran en consideracion los tres momentos de la
Enseflanza —Aprendizaje. A continuacion, se detallan las recomendaciones que se hacen
para cumplir con esos momentos y lograr el aprendizaje eficiente de los estudiantes.

Al ingresar al aula de clase salude atentamente, de esta manera estéa tratando de crear
empatia con sus estudiantes. TOmese unos 2-4 minutos para conversar con ellos, por
ejemplo, sobre algin acontecimiento novedoso suscitado en los Gltimos dias. Con esto,
se pretende captar la atencion de los estudiantes e iniciarlos en el estudio del tema.

1. Activacién de conocimientos previos

*Se recomienda que el docente organice grupos de trabajo de
tres personas. A partir de la "Pregunta en contexto” se puede
dar un concepto aproximado a limite. A partir del siguiente
cuadro de lectura “Anécdota” se pueden presentar las
siguientes interrogantes: ¢Es limitado nuestro conocimiento?
¢clLa falta de lectura es wun limitante para adquirir
conocimientos? Y se pueden agregar otras interrogantes
(relacionandolas con limites, no importa si no se trata del limite
de una funcion).

*La lectura y la contestacién a las preguntas de esta seccién
ayudard a que el estudiante entienda de manera intuitiva lo
gue es el limite de una funcién. Se recomienda que en este
momento se exponga el video de la sesibn numero tres para
darles una idea general de los contenidos de la sesion.

2. Construccién del conocimiento

*Se recomienda que el docente permita el trabajo de los
estudiantes en la lectura, el andlisis y resolucion de las
actividades que presenta esta seccion.

*El docente pedira que los estudiantes den ejemplos en donde
se puedan utilizar el concepto de limites de funciones.

*De ser posible el docente presentara ejemplos de limites de
funciones adaptados a la realidad local o nacional.

*El docente puede solicitar que los estudiantes realicen
organizadores graficos sobre el tema de los limites de
funciones con los elementos de conocimiento que han
adquirido hasta el momento.

3. Consolidacién del conocimiento

*El docente podra pedir a los estudiantes que a partir del
concepto de limite, se deduzcan algunos teoremas que
aparecen en la tabla 3.1

*Se recomienda que se revisen los ejercicios modelo
presentados y que se realicen las actividades propuestas.
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TEMA 3: LIMITES DE FUNCIONES

3.3.2 Actividades previas

Pregunta en contexto: El limite de velocidad para un vehiculo de 6 ejes en la via
rpida Biblian-Azogues es de 40 km/h por estar en reconstruccion. Mi tio es un
conductor de uno de estos vehiculos y viaja de Azogues a Biblian. Le he pedido que me
deje tomar las lecturas del velocimetro, mientras el conduce. Las lecturas tomadas a
intervalos de 2 minutos son: 38, 42, 39, 44, 41. Una patrulla de camino estuvo justo

detrds de nosotros durante todo este recorrido, sin embargo, nunca nos dijeron algo.

¢ Tiene esto sentido?

Anécdota (Tomado del libro Ecuaciones Diferenciales de Isabel Carmona Jover)

Euler creia en Dios. Cierto dia, Diderot fue a visitar la corte rusa, invitado por la
emperatriz Catalina de Rusia (1773). La conversacién con Diderot era liberal, amena y
con tendencias ateas. Esta desenvoltura divertia mucho a la emperatriz, pero no tanto a
sus ministros, que le pidieron cortara por lo sano la exposicion de doctrinas
sospechosas. La emperatriz utiliz6 un ardid: hizo saber a Diderot que un ilustre
matematico habia conseguido demostrar por algebra la existencia de Dios y que
deseaba presentarle su demostracién ante la corte. Diderot aceptd de buen grado. El

matematico (que era Euler) anuncio solemnemente con gran conviccion:

+b™
“caballero £

= x, luego Dios existe; jRespondedme!”... Diderot quedo aténito.

v
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3.3.3 Definicién intuitiva del limite de una funcion.

Suponga que usted viaja en su bicicleta desde A hasta B. Y que la funciéon que describe su

posicion con respecto al tiempo es x(t) = (1,5t)m, en donde t esta en segundos.

Figura 3.1

Cuando usted ha pedaleado durante 10 segundos su posicidon con respecto al punto de

partida A es 15 m. Al minuto de haber pedaleado usted est4 a 90 metros de A y justo en ese

instante usted pasa por delante de una estatua. Observe la figura 3.1.

Mgomta:

Razone y conteste lo siguiente: ;Qué pasa con su posicion cuando el tiempo se

acerca a un minuto? ;...57 segundos, 58 segundos, 59 segundos... 61 segundos 62

segundos, 63 segundos...?

N

Respuesta:

Cuando el tiempo mas se acerca a los 60 segundos usted estamas _ de la estatua.

Cuando el tiempo tiende a 60 segundos, usted también
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C

Actividades: Dada la funcién complete la siguiente tabla de valores. f(x) = —10x? + 2

X

f(x)

1,00

1,10

1,50

1,80

1,90

1,95

1,99

1,999

1,9999

1,99999

2,00001

2,0001

2.001

2,01

2,05

2,10

2,20

¢A qué valor se aproxima f(x) cuando x se

aproxima a 2?

De manera més formal la pregunta seria:

¢A qué valor se aproximaf (x) cuando x tiende a

27

1. 42

V.16

2,50

2,90

3,00

Conclusion: Se afirma que la respuesta obtenida es

el limite de f(x)cuando x tiende a 2
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Ejemplo conceptual: Encierre en un circulo la respuesta correcta

¢Cual de las siguientes afirmaciones define de mejor manera lo que es el

limite de una funcion?

a. Esun valor obtenido tras una serie de operaciones matematicas
b. Es un valor al cual se acerca una funcion mientras la variable
independiente permanece constante
@ Es un punto al cual se aproxima el recorrido de una funcién

cuando el dominio de dicha funcion tiende a un valor concreto.

regunta:

¢Por qué a y b no definen el concepto de limite de una funciéon? Discuta

sus respuestas con sus compaiieros del grupo.

El limite de una funcion es un punto al cual se aproxima el recorrido de dicha funcion,
cuando su dominio también tiende a un valor concreto. Sin embargo, algo muy importante
gue hay que resaltar es que el dominio de la funcién jamas puede llegar a tomar el valor

concreto del cual se ha hablado.

Para el ejemplo de la bicicleta, si debiese tomarse el limite de la posicién cuando t tiende a
60s, entonces t nunca legaria a tomar el valor de 60, sino mas bien valores cercanos o que

tiendan a 60: 59s; 59,2s; 59,998s; 59,999s; 60,001s; 60,01s; 60,1s; etc.
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3.3.4 Definicién formal de limite de una funcion.

La siguiente definicién ha sido extraida del libro El Céalculo de Earl W. Swokowski.

Sea aun punto de un intervalo abierto, sea f una funcion definida en todo

intervalo excepto posiblemente en ay sea L un nimero real, entonces:
limf(x) =1L
xX—a

Significa que paratodo ¢ >0 existeund >0  tal que:

Si0<|x—al| <6, entonces |f(x) —L| < ¢ Definicion 3.1

La expresion )lcirr}lf(x) = L quiere decir que para todo € >0 existe un § >0 tal que

siempre que x esté en el intervalo abierto (a—d6,a+6) y x #a, entonces f(x) se
encuentra localizada en el intervalo abierto (L —¢,L + ¢). Refiérase a la figura 3.2 la cual

muestra graficamente lo mencionado.

Dominio

a—=4 X a
L—¢ f(x) L L+c¢

Recorrido

a+é

Figura 3.2
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En este caso el lector debe tener en consideracion que a es el punto al cual tiende la

variable independiente x de la funcién. Por otro ladod es el incremento o decremento de la

variable independiente. Finalmente & es el incremento o decremento de la variable
dependiente y esté relacionado con &
Y
Pregunta de exploracion:
y = f(x)
¢,Cuanto vale lirr51 f(x)?
X
10 : a. 5
b. 10
c. L
5 X
La expresion | lim f(x) | se lee: ‘limite de f(x) cuando x tiende a a”
xX—=a
Actividad:
Lea y escriba los siguientes limites.
tms)
. [XBx+2
llm[ ]
x—0 X
. Un+1
im [22]
. 2n
nl—l>7zloo 4713—3]
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3.3.5 Meétodos para calcular limites.

A continuacién, se muestra la tabla 3.1 que contiene los teoremas para determinar el limite

de algunos tipos de funciones.

Tabla 3.1

Teoremas para calcular limites.

Sea k una constante. El limite de una constante es la

limk =k
. xX—a
misma constante
El limite de un valor x es igual al valor al cual tiende el
limx=a
;. x—a
limite:
Si m & b son dos nimeros reales arbitrarios, entonces: lim(mx +b) =ma +b

lim x™ = a™
. . - . x—-a
Sin es un entero o racional, positivo o negativo,

entonces: lim [f ()] = [}g{llf(x)]n

x—-a

Teoremas de los limites de algunas operaciones

Si lim f(x) =L y lim g(x) = M, entonces:
x—a xX—-a

Limite para la suma de funciones Im[f(x) g =L+ M

Limite para el producto de funciones ,lcifcll[f(x) g =L.M
tim £ 2 &

Limite para el cociente de funciones x-alg(x)|] M

Limite para toda funcién multiplicada por un

nGmero real arbitrario ¢ }Ci_f}gl[cf(x)] =cL
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3.3.6 Ejercicios resueltos Grifica de la funcicn 3x+1
1. Determine: )lcl_rg[?)x-l-l] . ,.r—"’"
Solucién: De acuerdo a la tabla 3.1 2 2 H )
lirr%[3x+1]=3(2)+1:6+1:7 1
xX-

2. Demuestre analiticamente que lin%[Bx +1]=7
X

Solucion:
De acuerdo a la definicion 3.1 paratodo € >0 existeund >0 tal que:
Si0o<|x—al| <, entonces |f(x) —L|<e
Enestecasoa = 2; f(x) = 3x+1;L =7
Si0o<|x—al <, entonces |f(x) —L|<e
Si0<|x—2| <6, entonces |Bx+1)—7|<¢
e |3x—6|<e

=3 3lx—2|<¢

x—2| <=
@ —_— —
x 3

Lo que implica que 6§ = § y esto significa que para cualquier ¢ dado, se escoge & Sg y con

eso se comprueba que lirr21[3x +1]=7
X—
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3. Dadas las siguientes funciones hallar el limite si es que es posible.
a. lim[3x + 2]

x—a

i _13+5x3+51—2

b. lim[3x + 2] Grdfica de: —

x—>§ 1 /

. 3x+2 C i
¢ }C_)g [9x2—4] T : 1 ]

3 T

d. lim [x3+5x2+5x—2] 2

x——-2 x+2

Solucion: de acuerdo a los teoremas de la tabla 3.1 los limites pedidos son:

lim[3x+ 2] =3a+2

x—a

lim3x+2] =3(3)+2=1+2=3

-1
*=3

-2
. 3x+2 3\z )2 -4 . -
1 [ ] _36) = — - indefinido
-2 |9x2-4 0

xl—>mT B 9(_—2)2—4

En casos como estos lo que hacemos es destruir o levantar la indeterminacién
utilizando métodos algebraicos. Comunmente la factorizacién y simplificacion.

3x+2 _ 3x+ 2 _ 1
9x2—4 (3x+2)(3x—2) (3x—2)

1 1

| 1
xET;[(SX—Z)]_@(_%)_Z) Z

lim

[x3+5x2+5x—2
x—>=2

e ] = %—) indefinido
x3+5x2+5x—2  (x+2)(x*+3x—-1)

24+3x -1
x+2 x+ 2 X0t ox

lim [x24+3x—1]= -3

xX—>=2
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3.3.7 Ejercicios propuestos.

1. Con sus propias palabras exprese lo que es el limite de una funcion.

2. ¢Para qué serd util el limite de una funcién? Trate de dar varias respuestas.

3. Realice las siguientes operaciones con funciones y determine el limite al resultado

obtenido.

Siendo: f(x) = x? —4&g(x) = x* + x? determine:

e.

f.

f(x) + g(x + 2) Para determinar el limite considere x - —1

[f(x) + g(x)] — [g(2) + f (/3] Para determinar el limite considere x - 0
—f(x) — g(x).g(0) Para determinar el limite considere x - 0

g(x) — f(x).g(x) Para determinar el limite considere x = a

g(g ° g)(x) Para determinar el limite considere x - 0

(f ° f)(x) Para determinar el limite considere x —» 0

4. Determine lirr(1)[3x + 1] y demuestre analiticamente que el resultado obtenido es
X—

verdadero

5. Realice un organizador grafico sobre esta sesion. El titulo serd “Limites de

funciones”. Al final del organizador incluya el ejemplo de un balén que alcanza su

maxima altura. Utilice 9,8 m/s? como el valor de la aceleracion debido a la gravedad

terrestre y suponga que el balén es lanzado verticalmente hacia arriba con una

velocidad inicial de 5m/s

6. Exponga el organizador grafico a sus compafieros de grupo.
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3.4 Planificacion de la IV sesion: Derivada a partir del limite de una funcién.

TEMA: DERIVADA A PARTIR DEL LIMITE DE UNA FUNCION

Objetivo:

Objetivos especificos de la sesion

Desempefios auténticos

o Definir geométrica y analiticamente lo
que es la derivada a partir del
concepto de limite de una funcién.

e Conocer varios métodos para calcular
derivadas.

e Aplicar los conocimientos adquiridos
a la resolucion de problemas.

e Aprendizaje en equipo.

Define geométrica y analiticamente lo
gue es la derivada de una funcién a
partir de la nocion de limite.
Determina la derivada de una funcién
dada, para ello utiliza uno o varios
teoremas.

Intercambia ideas y opiniones sobre
el tema con los compafieros del

grupo.

¢ Qué debe aprender el ¢,Como debe aprender? ¢ Como se avaluaran los
estudiante? aprendizajes?

e EI concepto y las| e Relacionando los | e Define de manera clara
caracteristicas de la conceptos previos y precisa lo que
derivada de una acerca de limites de representa la derivada
funcion. funciones con los de una funcion.

e Los distintos métodos conceptos que se| e Determina la derivada
gue  existen para presentan en esta de una funcion
determinar derivadas. sesion. utilizando uno o varios

o A utilizar | e Integrando los métodos.
correctamente los conocimientos de su | e Expone de manera
conocimientos vida cotidiana con los clara y precisa los
adquiridos en la conceptos conceptos tratados en
resolucion de matematicos esta sesion.
problemas que se le presentados aqui.
pudieran presentar en | e Analizando y
la vida diaria. resolviendo las

e Exponer sus ideas de actividades que se
manera clara y precisa. presentan en esta

sesion.
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3.4.1 Recomendaciones para el docente

Para el desarrollo de esta sesion se tomaran en consideracion los tres momentos de la
Enseflanza —Aprendizaje. A continuacion, se detallan las recomendaciones que se hacen
para cumplir con estos momentos y asi lograr el aprendizaje eficiente de los estudiantes.

Al ingresar al aula de clase salude atentamente y con mucha amabilidad. Trate de crear
empatia con sus estudiantes, especialmente con aquellos que parecen estar “fuera” del
aula. Una pregunta sobre cualquier tema de interés para los estudiantes servird de mucho
para iniciar una pequefia y amena conversaciéon. La intencién es que en unos 2 - 5
minutos el estudiante se despeje de las preocupaciones que pueda presentar

1. Activacion de conocimientos previos

*Se recomienda que el docente organice grupos de trabajo de

tres personas. A partir de la "Pregunta en contexto" se esta
relacionando un lugar conocido para el estudiante con
conceptos matematicos. La resolucién del F-Grama servira
para recordar algunos conceptos previos e igualmente
servirdn para iniciar el estudio de esta sesidn. Se
recomienda que en este momento se exponga el video de la
sesion numero cuatro para darles una idea general de los
contenidos de la sesion.

2. Construccion del conocimiento

*Se recomienda que el docente permita el trabajo de los
estudiantes en la lectura, el andlisis y resolucion de las
actividades que presenta esta seccion.

*Para la mejor comprension de los conceptos se presentan
varias graficas que apoyan visualmente lo expuesto.

*El docente podra realizar preguntas de exploracion a los
grupos de trabajo. De esta manera podra constatar si el
aprendizaje se esta dando de manera satisfactoria.

3. Consolidacion del conocimiento

Si es posible el docente pediréa a los estudiantes que utilicen

una hoja para que ellos mismos interpreten las reglas de la
suma y el producto para derivadas a partir de los ejemplos
dados en esta seccion. La hoja representara la pared y un
marcador la brocha. Se recomienda que el docente motive a
los estudiantes a hacer cuestionamientos sobre el tema
tratado. Se pedird la intervenciéon de aquellos estudiantes
gue tengan dudas sobre lo visto en esta sesién y de aquellos
gue casi nunca participan en clase.

*Se recomienda que se revisen los ejercicios modelo
presentados y que se realicen las actividades propuestas.
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71|

TEMA 4: LA DERIVADA A PARTIR DEL LIMITE DE UNA FUNCION

3.4.2 Actividades previas

Pregunta en contexto: En los afios cuarenta Emmanuel Zacchini ejecutaba el acto de la
bala humana. Su posicion con respecto al suelo estaba descrita por la ecuacion:
[-x2 + 175x] pies. (Cual es la maxima altura a la que Emmanuel llegaba? Para este
caso utilice una calculadora graficadora y dibuje la grafica de la funcién, luego observe
para gque valor aproximado de x se obtiene la altura maxima. En esta sesion aprendera a

utilizar la derivada para hallar maximos de forma exacta.

Conceptos generales de Calculo Diferencial

F-GRAMA Horizon_tales
a. Letra que sirve para denotar

variacion.

b. Dentro de Ios Iimites, niimero
infinitesimal relacionado con L cuyo
valor absoluto es siempre > 0

¢. Relacion matemdtica en donde a cada
valor del dominio le corresponde uno
y solo un valor del recorrido.

Verticales

d. 180° correspondena____radianes.

e. Letra con que normalmente se denota
a una funcion.

£ En fisica, constante universal cuyo
valor es 6,626E —34 J.s y se la

) representa conh

Conceptos relacionados al g Uno de los fundadores del Cilculo
Calculo Diferencial. Diferencial.

Solido que se obtiene al girar la recta

y = x sobre el eje x.
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3.4.3 Derivaday rectatangente.

Por geometria plana se sabe que la recta tangente es aquella recta que interseca a una
curva en un solo punto. Sin embargo, dentro del caculo tal definicion no se ajusta
completamente a una curva cualesquiera. Obsérvese la figura 4.1. La recta es tangente en

T, pero también corta ala curvaen S

Figura 4.1

Observe la fig.4.2. PQ es una recta secante. ¢ Coémo se puede convertir PQ en tangente en

p?

Figura 4.2
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Como se puede observar en la figura 4.3 la recta secante PQ puede convertirse en una recta

tangente en P al mantener este punto fijo y variar la posicion de Q sobre la curva.

o\O
/O

Figura 4.3

Conforme Q se aproxima al punto fijo P la recta secante PQ va tomando la forma de una

recta tangente en P.

Ahora se va a determinar una expresion
para la pendiente de la recta tangente
en el punto P. Para ello refiérase a la
figura 4.4, en donde P y Q son los
puntos en donde la recta secante

interseca a la curva.

Figura 4.4
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Ahora bien, recordando que P = f(x1) & Q = f(x,) la figura 4 puede tomar la forma de la

figura 4.5.

Aplicando geometria analitica, se puede
demostrar que la pendiente de la recta
secante esta dada por:

_ fG) = f(x)
m= 1227 JW)

X2 — X1

Figura 4.5

3.4.4 Laderivada de unafuncion.

Si queremos hallar la pendiente de la recta tangente al punto P, como ya se vio
anteriormente, se debe tomar Q muy cercano a P, es decir:  f(x,) muy cercano a f(x;) lo
que implica x, muy cercano a x;. Con ello Ax=x,—x; , tiende a ser cero. Entonces

utilizando el concepto del limite, la pendiente m de la recta tangente en un punto P esta

dado por:

f(x2) = f(x1)

(x2—x1)—0 Xy — Xq

m=

Es decir:

m= lim
Ax—0

f(xz) — f(x1)
Ax

Siempre y cuando el limite exista.

La relacién matematica anterior es conocida como la derivada de una funcién.
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Ahora bien,Ax = x, — x; lo que implica que x, = x; + Ax

Entonces la relacion anterior puede ser escrita de la siguiente manera:

o G+ A%) = f(x)
m = lim
Ax—0 Ax

Ejercicio resuelto:

Determine la derivada de la funcion:f(x) = %xz -3
Solucion:

Sea:f(x) = %xz -3

Primero encontramos f(x + 4x):

f(x+ Ax) = %(x + Ax)? — 3= %[x2 + 2xAx — (Ax)?] — 3
Ahora por la definicion tenemos 4.1 tenemos:

m= lim 'f(x+Ax)—f(X)]
Ax—0 L Ax

Definicién 4.1

o [Pixze2xax—(ax)?1-3- 2x2+3
m = lim |2 2 Reemplazando f(x + 4x)& f(x)

Ax—0 Ax

Sacando factor comun.

I _%[x2+2xAx—(Ax)2—x2]—3+3
m = 11lm
Ax—0 Ax

. [3r2xax-an?
m= lim |F——
AxX—0 Ax

Definicién 4.1

Realizando operaciones indicadas.
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lAx[Zx—Ax]
m = lim [2—] Sacando factor comun Ax
Ax—0 Ax
. 1 . ipe
m= A1)1(r_r>10 [5 [2x — Ax]] Simplificando.
m= %[Zx —0] =x Es la expresion buscada.

20
La derivada indica variacion de algo en espacios infinitesimales. Asi, la velocidad es la

derivada de la posicién con respecto al tiempo cuando se toman intervalos de tiempo

equivalentes a fracciones de segundo, es decir lo mas cercanamente posible a cero.

3.4.5 Reglas para determinar derivadas.

3.45.1 Laregladelasuma.
Al pintar una pared, la velocidad a la que ésta
cambia de color representa la derivada, ya

gue expresa variacion (de color).

Figura 4.6

vegunta:

Razone y complete lo siguiente: Si dos personas pintan una pared a velocidades
distintas, entonces la variacion total de pared pintada serd la _ _  _ de las

variaciones individuales
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Por lo tanto, la regla de la suma de nexpresiones es igual a la suma de todas las derivadas

individuales. Ejemplo:

Dada f(x) = %xz — 3x encuentre su derivada.

La derivada de%x2 es x. La derivada de —3xes—3

. d[lx2—3x]
Por lo tanto, la derivada buscada es:zT =x-3

3.4.5.2 Laregladel producto.

Si un obrero puede pintar una pared a razon de 2 m?
por minuto, entonces en 6 minutos el pintara un total
de 12m? que es la variacion total y representa la —

derivada. Matematicamente se escribiria asi: La )
Figura 4.7

razon de cambio de color es 2 m?porminuto, si se

realiza en 6 minutos: (2m?). 6 = 12m?

La regla del producto dice que la derivada de un producto es igual a la derivada del primer
elemento a multiplicarse por el segundo elemento y a esto se le suma la derivada del

segundo elemento por el primer elemento.

Como la pared cambia a una razén de ( 2t)m? por minuto. En 6 minutos la razén de cambio

serd:[( 2t)m?. 6] aplicando la regla del producto tenemos

(2t). 6=2.6+2t.0 =12+ 0 = 12m?. Que es la misma respuesta del inicio e indica que la

regla del producto es vélida para todas las expresiones en las cuales se pueda aplicar.
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vegum!a:

Razone y encierre en un circulo la letra de la respuesta correcta: Si a la derivada
de f la representamos como f’ y la derivada de g la representamos como g’

entonces, la regla del producto puede ser escrita como:

aif.g) _ o 1
0 = fl9tg.f

a(f. ! !
b. WD g_g'.f

dx

3.4.5.3 Lareglade lapotencia.
Si una maquina puede pintar una pared a razon de 2tcm? en cada minuto, entonces a los 10

minutos habra pintado 21° = 1024 cm?.

La regla de la potencia para derivadas afirma que la derivada de una potencia es igual a

multiplicar el exponente por la base y restar una unidad al exponente.

Para nuestro caso, en 10 minutos la maquina habra

pintado 21%cm?.

Aplicando la regla de la potencia tenemos: 10.21071 =

10.2° = 1024 cm?

Figura 4.8

Que como se puede observar expresa el mismo resultado que el realizado al inicio, e indica

la validez de la regla de la potencia para expresiones en las cuales se pueda aplicar.
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vegum!a:

Razone y encierre en un circulo la letra de la respuesta correcta: La regla de la

potencia puede ser escrita como:

nx
dx
d d(x”) — xn_l
T odx

ctividao:

Escriba 3 funciones en las cuales se puedan aplicar la regla de la suma, del

producto y del cociente respectivamente.

Realice un cuadro sindptico que muestre las tres reglas estudiadas.

3.4.6 Teoremas para determinar derivadas.
Existen varios teoremas que simplifican el trabajo de la derivacion. A continuacion, se

muestra una tabla a modo de formulario que contiene varios teoremas que ayudaran al lector

en la determinacion de derivadas de manera mas rapida.
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Tabla 4.1
Teoremas de la derivacion
kes una constante d [x] =1 d [esc™u] S u' d
— x| = a _ 2 , e = @ i -1 _ ,
u, v son funciones dex dx P [tanu] = sec*uu x wuz —1 P [sinh~1 u] —— u
d u _
d —[ull=—=u", (u d ) F1
—[kl=0 dx ul ~ L3 ey eyl L | goleschTtul = u'
dx +0) Ix [cotu] = —csc*uu dx [sec™ u] \[71 ] u dx Nuz =1
1-— —u
u
d u' d
— = ! - — d e - ’ d 1
dx leul = keu dx [inu] u —[secu] = secutanu u’ dx [sinhu] = cosh wu ——[tanh™ u] = u’
dx dx 1—u?
2 [eseu] | L fcoshul = sinhuu’
a R By = oy —[escu] = —cscucotuu — [coshu] = sinhuu
dx[u+v] u +v dx[e] etu dx dx )
NOTACION PARA
d 1 DERIVADAS MAYORES
d d —[sin"tu] = u' d
o [uv] = uv’ + vu' e [a¥] = a*lna v’ dx V1 —u? P [tanh u] = sech? u u’
d —1 d [dy) d?
d d d —_ -1 = ! d . _y] __y_ "
= /i [x] a[uk] = a[ekln ] g lcos ioa —[cothu] = — csch? u u'’ dx ldxl — dxz ™~
du
du  vu —uw' d[_ ] = , d[t ] = 1 , d i@ :@: i
E[;] - v2 dy ST H = cosuu d o HE T P [sechu] = —sechutanhu v’ | dx|[dx?| dx?
d -1 d d[d*ty] d*y
o [u*] = nu™ ' o [cosu] = —sinuu’ P [cot™tu] = 12 u' P [cschu] = —cschucothuu' | gy | dxnT T dxn
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3.4.7 Ejemplos demostrativos:

1. Si f(x) = x™; usando la definicion de limite demuestre que f'(x) =

La definicion de derivada a partir del limite es:

fx + Ax) — f(x)
Ax

) .

x) = lim
f1G) = Jlim
La cual, para nuestro caso toma la forma:

(x+ Ax)™ — x™
T

FO)= 8|

Desarrollando (x + 4x)™ mediante el teorema del binomio tenemos:

nxn—l

o [x™+ C(n, Dx™AX + C(n, 2)x™2(Ax)2 + C(n,3)x™ 3 (Ax)3+... —x™
f'(x) = lim
Ax—0 Ax
De donde:

[nx™ 1Ax + n(n — D)x"2(Ax)? + n(n — 1)(n — 2)x"3(Ax)3+...

fex) = lim Ax

[Ax[nx™ ! + n(n — D)x"2Ax+ n(n — 1)(n — 2)x" 3(Ax)?+...]

f1e) = Al)ig—l?o i Ax
f'(x) = Al)i(r_r)lo[nx”‘1 +nn—1Dx"2Ax+ n(n — 1)(n — 2)x"3(Ax)*+...]

Ffx)=nx"1+0+0+0+..

Finalmente llegamos a la demostracién solicitada:f'(x) = nx™"1

|
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2. Para el ejercicio de la “Pregunta en contexto” determine la altura méxima a la que
llegaba Emmanuel utilizando el concepto de la derivada.
Solucion:
Se sabe que la derivada de una funcién representa a la expresion de la recta
tangente a un punto cualquiera de la funcion. Si la pendiente de la recta tangente es
cero, eso quiere decir que la curva de la funcién derivada presenta un maximo o un

minimo. Dicho lo anterior, la altura y de Emmanuel es:

y =—x%+175x Altura alcanzada por la “Bala humana”
y' =—-2x+175 Derivada de la funcion altura
0=-2x+175 Se iguala a cero a la expresion de la derivada

para obtener el punto x para el cual la altura es
maxima
x =875 Resolviendo hallamos el valor de x
Ahora para saber la altura maxima reemplazamos el valor de x obtenido en la
ecuacion que describe la posicion de Emmanuel.
y = —87,52 4+ 175(87,5) = 7656,25 pies
Observe la gréfica adjunta, con azul se ha trazado la posicién, mientras que con rojo

se ha trazado la recta Grifica: Posicion de Emmanuel

tangente en el punto mas alto 000 -

para el cual su pendiente es

cero. La linea violeta

representa el valor hallado 4000

para x, en este caso 87,5
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3.4.8 Ejercicios propuestos:

Conteste:

1. Geométricamente hablando ¢ Qué representa le derivada de una funcién?
2. ¢Cual es la relacion mateméatica que define la derivada de una funcion?
3. Encuentre la derivada de las siguientes funciones:
a. Utilizando la definicion 4.1
b. Utilizando los teoremas de la tabla 4.1
i. f(x)=3x+5x3
ii. f(x)= %x + gx?’
iii. f(x) = (3x).(5x3)
iv. f(x)=0CBx+5x3)/2x+1)
4. Subraye la respuesta correcta:
a. Alderivar f(x) = x? + 2x + 3 con respecto a x se obtiene:
i f'(x) =x%+ 2x
ii. f'(x) =2x%+2x
ii. ffx)=2x+2+1
iv. f'(x)=2x+2
b. Al derivar f(t) = 3x3t+ 2x + 3t con respecto a t se obtiene:
i f'(t)=9x%+3
ii. f'(t) =9x%t+2
ji. f'(t)=3x3+3

iv. fI(t) =2
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6.

c. Alderivar: ,/1/x dos veces la expresion resultante es:

i _1(1)3/2 Grificade: \ 1/ x
) 2 \x

i 30" \
i 30" N

v (1) =
T4 \x

d. Alderivar f(x) = sinx.cos xtres veces la expresion resultante es:

=1

i

R |

—

[}
[=]

0.5 05 180 1)5

i. f"'(x) =—3sin®x.3cos%x
i. f"'(x)=-sin3x.cos3x
jii. f"'(x)=—4sin’*x+4cos’x
iv. f'"(x)=4sin?x—4cos*x
e. La relacion s(t) = Asin(wt + €) muestra la posicibn de un objeto que se
mueve con movimiento arménico simple, con respecto al tiempo t. La
expresion que describe la velocidad es s'(t) = Aw cos(wt + €).
i. Si
ii. No
Realice un organizador gréafico sobre el tema Uselo como material de apoyo en el
avance de la materia.
A partir de los conocimientos adquiridos en esta sesion, disefie un material didactico
concreto que ayude a explicar de mejor manera la sesién. Suponga que usted es el

docente de la materia de Calculo Diferencial. Luego comparta el material e

intercambien ideas con los comparieros del curso y el docente.
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3.5 Planificaciéon de laV sesion: Derivada y movimiento rectilineo

TEMA: DERIVADA Y MOVIMIENTO RECTILINEO

Objetivo:

Objetivos especificos de la sesién

Desempefios auténticos

o Definir lo que es el movimiento
rectilineo y los pardmetros
involucrados en este concepto.

e Determinar la relacién que tienen los
pardmetros del movimiento rectilineo
con la derivada.

e Reconocer y utilizar los procesos y
algoritmos que se utlizan en la
solucion de problemas que implican
movimiento rectilineo.

e Trabajo en equipo.

Define lo que es el movimiento
rectilineo y la relacibn que presenta
con la derivada de una funcion.
Determina e interpreta los distintos
conceptos involucrados en el
movimiento rectilineo.

Intercambia ideas y opiniones sobre
el tema con los compafieros del
grupo, de la clase y con el docente
gue imparte la materia.

¢ Qué debe aprender el
estudiante?

¢,Como debe aprender?

¢ Como se avaluaran los
aprendizajes?

e El concepto y las| e
caracteristicas del

Relacionando
conocimientos previos

Define de manera clara
y precisa lo que es el

los )

movimiento rectilineo.
Los distintos
parametros
involucrados en el
movimiento rectilineo.
A construir y analizar
las gréficas del
movimiento rectilineo.
A utilizar
correctamente los
conocimientos
adquiridos en la
resolucion de
problemas que se le
pudieran presentar en
la vida diaria.

Exponer sus ideas de
manera clara y precisa.

acerca de la derivada
de una funcién con los
conceptos presentados
en esta sesion.
Integrando los
conocimientos de su
vida cotidiana con los
conceptos
matematicos
presentados en esta
sesion.

Analizando y
resolviendo las
preguntas y
actividades que se
presentan en esta
sesion.

movimiento rectilineo.
Determinala velocidad
y aceleracion de una

particula, dada su
posicion.

Analiza e interpreta las
gréficas del

movimiento rectilineo.
Integra la teoria con la
practica modelando
problemas que tengan
que ver con
movimiento rectilineo.
Expone de manera
clara y precisa los
conceptos tratados en
esta sesion.
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3.5.1 Recomendaciones para el docente

Para el desarrollo de esta sesion se tomaran en consideracion los tres momentos de la
Enseflanza —Aprendizaje. A continuacion, se detallan las recomendaciones que se hacen
para cumplir con esos momentos y lograr el aprendizaje eficiente de los estudiantes en el
tema.

Al ingresar al aula de clase salude atentamente y con mucha amabilidad, esta es una
buena manera de intentar que los estudiantes dirijan su atencién hacia usted. Trate de
crear conexion con los estudiantes que parecen estar “fuera” del aula. Una pregunta
relacionada con la Formula 1 podria ser muy oportuna para este caso. La intencion es
gue en unos 3-6 minutos el estudiante se despeje de las preocupaciones que pueda
presentar.

1. Activaciéon de conocimientos previos

*Se recomienda que el docente organice grupos de trabajo de
dos personas. La resolucion del problema que aparece en la
primera pagina de esta sesion servira para recordar algunos
conceptos previos relacionados con velocidades y serviran
de motivacion para iniciar el estudio de esta sesion. Se
recomienda que en este momento se exponga el video de la
sesibn namero cinco para darles una idea general de los
contenidos de la sesion.

2. Construccion del conocimiento

*Se recomienda que el docente permita el trabajo de los
estudiantes en la lectura, el andlisis y resolucion de las
actividades que presenta esta seccion.

*Se recomienda que el docente ayude a aclarar algunas ideas

que puedan parecer confusas para algunos estudiantes,
especialmente con relacion a las gréficas de Is parametros
cinematicos.

*El docente podria llevar al aula de clase una pelotita, o un
carrito de juguete, con los cuales explicara los conceptos
relacionados con el movimiento rectilineo.

*El docente podré realizar preguntas de exploracion a los
grupos de trabajo. De esta manera podra constatar si el
aprendizaje se esta dando de manera satisfactoria.

3. Consolidacion del conocimiento

*El docente motivara a los estudiantes a hacer
cuestionamientos sobre el tema tratado. Se pedira
especialmente la intervencion de aquellos estudiantes que
tengan dudas sobre lo visto en esta sesién y a aquellos que
parecian estar todo el tiempo atentos en clase.

*Se recomienda que se revisen los ejercicios modelo
presentados y que se realicen las actividades propuestas.
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A

TEMA 5: DERIVADA Y MOVIMIENTO RECTILINEO

3.5.2 Actividades previas

Pregunta en contexto: Usain Bolt & Yohan Blake son los dos atletas més rapidos del
mundo contemporaneo y cuyas Vvelocidades son 10,438m/s & 10,320 m/s,
respectivamente. Con fines experimentales se colocan a ambos atletas frente a frente en
los extremos de una pista cuya longitud es de 100m. Al sonar el pito los atletas corren
a sus maximas velocidades y en ese mismo instante un rayo de luz es enviado desde el
primer atleta hacia un espejo que tiene el segundo. El rayo rebota y regresa hasta topar
con un espejo que tiene el primer atleta y nuevamente rebota hacia el espejo del
segundo atleta y asi sucesivamente. ¢Cual es el espacio total que recorre el haz de luz

hasta que los atletas se crucen? ¢Cuanto recorrié cada atleta?

¢, Qué tan buena memoria tiene usted? ¢Alguna vez ha intentado acordarse de algo y no
ha podido hacerlo? Pues segin George Miller, la informacién se almacena en el cerebro en
unidades llamada chunks que son como celdas en donde se escriben los datos que
memarizamos. Si no podemos recordar algo es porque no almacenamos correctamente esa

informacion.

A continuacion, le propongo algunos ejercicios de tipo “retencion visual y simbdlica con
tareas distractoras” que consisten en la reproduccion de simbolos o figuras presentadas en

un plano, a partir de ello responda: ¢Qué tan buena memoria tiene usted?

Mauro Leonardo Sinchi Chuya Pagina 127



>

Instruccién: Fijese bien en los detalles de la \

figura de la derecha por dos minutos, tape el N
dibuj I | ejercici ta debaj \ //\
ibujo y resuelva el ejercicio que esta debajo \
N/
de la figura antes de reproducirla. N ‘\

Ejercicio: En 45 segundos escriba 10 nombres de animales que vivan en un medio acuatico.
Una vez realizada esta tarea trace una tabla de 5 columnas y de 5 filas y proceda a la

reproduccion del dibujo que memoriz6 anteriormente, para ello dispone de 1 minuto.

Instruccion: Fijese bien en los detalles de la

figura de la derecha por dos minutos, tape el

dibujo y resuelva el ejercicio que esta debajo

de la figura antes de reproducirla.
g p P

[

Ejercicio: En 45 segundos escriba las letras del abecedario empezando por la Z y llegando

N
/
=

de manera inversa hasta la A. Una vez realizada esta tarea trace una tabla de 5 columnas y
de 5 filas y proceda a la reproduccion del dibujo que memoriz6 anteriormente, para ello

dispone de 1 minuto.

Los ejercicios de esta pagina han sido extraidos del libro Tests Psicotécnicos.
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3.5.3 Cinematica rectilinea.
Es la que permite determinar en cada instante la posicion, velocidad y aceleracion de un
cuerpo en movimiento sobre una recta. Para el andlisis del movimiento rectilineo se

considera un eje coordenado, en donde un punto fijo O sera su origen.

3.5.3.1 Laposicion
De un cuerpo P con respecto al punto O es la ubicacion del cuerpo dentro del eje

coordenado en cualquier instante. La denotaremos con la letra s. Observe la figura 5.1

_._' -U

0O s

Posicion

Figura 5.1

La posicién s es un vector, por lo tanto, debe poseer un signo algebraico, la eleccion de los
signos para la posicion del cuerpo es arbitrario, a conveniencia del lector. Sin embargo, en
esta sesion se utilizara el siguiente convenio: si el cuerpo esta a la derecha de O entonces s
sera positivo, si el cuerpo estda a la izquierda de O entonces s tendra signo negativo.

Observe la figura 5.2

P o P
L s s ]
Posicion Posicion
s negativa s positiva

Figura 5.2
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3.5.3.2 El desplazamiento

De una particula no es otra cosa que el cambio de su posicion. Para denotar variacion o

cambio se utiliza la letra griega A “delta”. Por lo que la variacion de la posicion se denotara

como: As =s; — s¢

Ejemplo: si una particula esta inicialmente en s; = 3m luego se

mueve a s, = 7m ; entonces su desplazamiento es

As=s,—s1 > As=7—-3=4m

3.56.3.3 Velocidad promedio.

Si una particula recorre una cantidad As con respecto un intervalo de tiempo At, la velocidad

promedio de la particula esta dada por:

As
V. = —
prom At

Ejemplo: si una particula esta inicialmente en s; = 3m luego se mueve a s, =

7m en un tiempo de 2 segundos, entonces su velocidad promedio es:

-3 4
— —Z_->2Mm
vprom - 2_0—2—2 /S

_ As As _ s3—s51 7
Uprom = A_t = Uprom = A_t -

ta—t1

Ahora bien, suponga que usted viaja desde la ciudad de azogues A hasta la ciudad de
Cuenca C cuya distancia es 37 Km y un bus de transporte publico hace el recorrido en 45

minutos aproximadamente. Entonces la velocidad promedio con la que viajé el bus es de:

Mauro Leonardo Sinchi Chuya Pagina 130



2
UNIVERSIDAD DE CUENCA

1 hora
45 min = 45 min.— = 0.75 hora
60 min
S
v =-
t
37 Km
= = 49.333 Km
V=075h /n

Sin embargo, lo anterior no quiere decir que durante todo el trayecto el bus haya estado
viajando con esa velocidad. Hay que tomar en consideracion las veces que se detiene en el
trayecto ya sea para recoger o dejar pasajeros, las veces que tiene que acelerar para
rebasar a otro vehiculo, las paradas en los seméforos, etc. Es decir, la velocidad promedio

nada dice acerca de la velocidad instantanea.

3.5.3.4 Velocidad instantanea.

La velocidad instantdnea es medida por el velocimetro. Si Ud. viaja por la autopista
Azogues-Cuenca, y quiere averiguar la velocidad instantanea del vehiculo al atravesar el
puente del Descanso D entonces mientras menores sean los intervalos de tiempo tomados

sobre el puente, mas precisa sera la lectura de la velocidad instantanea.

Como el desplazamiento s depende del tiempo t supongamos que uno de estos buses de

transporte publico se desplaza s metros de acuerdoa s = f(t)

As _ f(t)=f(t1)

Como  vprom = o P—
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Si tomamos los valores de At cada vez mas pequefos, entonces logramos obtener la
velocidad instantanea v que es el limite de la velocidad promedio cuando el intervalo de

tiempo tiende a cero y es la que indica el velocimetro de un automévil, es decir:

I As
v=lim —
At—0 At

O, dicho de otra manera;

ds
vV=—
dt
Al observar la ecuacion anterior se puede decir que la velocidad es la derivada de la posicion

de una particula con respecto al tiempo.

3.5.3.5 Laaceleracion.
Asi también la razén de cambio o tasa de variacién de la velocidad con respecto al tiempo

nos da la aceleracion a de la particula.

. d
Es decir: a=2
dt
ds
Pero como V==
dt
ds.
d a(o; d?
Reemplazando v tenemos: a=-— — a=—% -
dt dt dt

En conclusién, la aceleracion de una particula es igual a la derivada de la velocidad con
respecto al tiempo o lo que es lo mismo la segunda derivada de la posicién con respecto al

tiempo.
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La figura 5.3 muestra la velocidad promedio cuando At es muy grande. Fijese que mientras

se toma At mas pequefio, la lectura de la velocidad promedio se hace mas pequefia y a eso

se le conoce como velocidad instantanea.

At

i welocidad promedio

QPMCQ

A§Q?OCS

Figura 5.3

ctividad:

Suponga que, a uno de los vehiculos de transporte publico por razones de
seguridad, la policia lo detiene justo al inicio del puente. Después de revisarle
los papeles al chofer, le dejan seguir su marcha. A partir de ese momento el

vehiculo atraviesa el puente de acuerdo al siguiente modelo matematico:

s(t) = —t?+ 12t
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a. Dibuje la graficas —t

b. ¢Cual es la velocidad instantdnea del vehiculo 2 segundos después de que
emprendié nuevamente el recorrido?

c. Los pasajeros empiezan a protestar. Escriba algunas posibles razones por las cuales

podria haber ocurrido esto.

Puente a la altura de El Descanso
by ms
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3.5.4 Gréficas del movimiento.

Para el estudio completo de la cinemética rectilinea es necesario hacer el andlisis de las

distintas graficas que nos ofrecen la posicion, la velocidad y la aceleracién de una particula.

En el analisis de las graficas vamos a considerar tanto el MRU como el MRUV. Para el

efecto se elegiran dos funciones arbitrarias. La funcidon que describird la posicion de una

particula en el MRU sera:

desplazamiento en el MRUV sera: s(t) = 3t? + 2

s(t) = 5t+1, asi también la funciébn que describira el

Luego, a partir de estas funciones, encontramos la velocidad y la aceleracién de la particula.

A continuacioén, se muestra la tabla 5.1 con las respectivas magnitudes encontradas.

Tabla 5.1 Magnitudes de la cinematica rectilinea

MAGNITUD MRU MRUV
Posicion s 5t+1 3t? 42
Velocidad g c 6t

dt
aceleracion d_v 0 .
dt

3.5.4.1 Grafica posicién vs tiempo (s —t)

La gréfica de la posicibn de una particula es una curva descrita por alguna funcion

matematica. La pendiente de la curva indica la velocidad lineal a la que se mueve el objeto.
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3.5.4.2 Grafica velocidad vs tiempo (v — t)

La grafica de la velocidad es la curva que representa el modelo de la recta tangente a la
gréfica de la posicion. El &rea entre el eje horizontal y la curva es el desplazamiento lineal

que sufre la particula.

3.5.4.3 Grafica aceleracion vs tiempo (a —t)

La grafica de la aceleracion es la curva que representa el modelo de la recta tangente a la

grafica de la velocidad e indica la aceleracion que experimenta el movil.

e~ |
2L

A ctividad:

A partir de la tabla 6.1 en los cuadros de la siguiente pagina, dibuje las graficas
(s—t), w—t) y (a—1t), luego escriba (s—t), (v—t) o (a—t), en los
espacios es blanco, las cuales describen las caracteristicas de las gréaficas de las

funciones posicion, velocidad y aceleracion lineales.

En qué casos se obtienen graficas de funciones constantes. ¢Tienen sentido?

Nota: considere como origen del plano coordenado el borde inferior izquierdo de
las cuadriculas presentadas.
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MRU MRUV
Gréfica posicion vs tiempo (s — t) Gréfica posicion vs tiempo (s — t)
Gréfica velocidad vs tiempo (v —t) Gréfica velocidad vs tiempo (v —t)
Gréfica aceleracién vs tiempo (a —t) Gréfica aceleracién vs tiempo (a —t)
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Caracteristicas de la grafica

MRU

MRUV

La grafica es una recta paralela al eje
horizontal. El &rea comprendida entre el eje
recta

horizontal y la representa el

desplazamiento lineal que sufre la particula.

La grafica es una recta que nos es paralela
a ninguno de los ejes y cuyo corte con el
eje vertical indica la velocidad inicial de la
particula. ElI area comprendida entre el eje
recta

horizontal y la representa el

desplazamiento lineal que sufre la particula.

Caracteristicas de la grafica

MRU

MRUV

La grafica es una recta que coincide con el
eje horizontal. Es decir, la aceleracion es

cero.

La grafica es una recta paralela al eje

horizontal. Indica la magnitud de la
aceleracion que sufre la particula. Si esta

sobre el eje horizontal la particula esta

acelerando, si estd por debajo existe
desaceleracion.
Caracteristicas de la grafica
MRU MRUV

La grafica es una recta que nos es paralela
a ninguno de los ejes y cuyo corte con el
eje vertical indica la posicion inicial de la

particula

La grafica es una parabola y cuyo corte con
el eje vertical indica la posicion inicial de la

particula.
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ctividad:

Al menos una vez usted debid haber visto o intentado derribar a los cerdos en el
juego llamado Angry-Birds. Pues bien, la trayectoria de una de las aves, luego de

su lanzamiento es la mostrada en la figura 5.4 (linea roja); a partir de ello:

a. Determine la ecuacion que describe la posicion horizontal del ave en cada

instante.
b. ¢Cual es el modelo matematico que describe la posicion vertical del ave?
c. ¢Cudl es la velocidad vertical del ave a los 10,402 segundos?

d. ¢Cudl es la distancia entre el lugar de lanzamiento del ave y el punto en

donde cae?

le

3

@

{ e
o

Figura 5.4
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3.5.5 Ejercicios resueltos:
1. La posicion s de una particula con respecto al tiempo esta dada por la siguiente
relacion: s(t) = 120t + 12t. a) ¢Cual es el modelo matematico que describe la

velocidad de la particula? b) ¢ Cudl es la velocidad de la particula a los 5 segundos?
Solucion.

a) Ya que la velocidad es la derivada de la posicion con respecto al tiempo, para
nuestro caso tenemos:

_ds _ d(120t* +12¢)

=—= =240t +12
dt dt

v

De modo que 240t + 12 es el modelo mateméatico que describe la velocidad de la particula

en cualquier instante t

b) La velocidad de la particula a los 5 segundos es:
v(t) = 240t + 12

v(5) = 240(5) = 1212 ™M/,

2. Un movil se desplaza 5 m cada 2 segundos. ¢,Cudl es la aceleraciéon del movil?

Solucién: - ?
A=

. .. . As 5 H
La velocidad del movil es:vy,,.r = — =-m/s

At 2 :

\i)

5
. L d ai)
La aceleracion del movil es: a = d—: = d—i =0m/s?

Concluimos, por lo tanto, que el mévil se mueve con MRU.
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3. La velocidad con que se desplaza un objeto es igual al doble del tiempo transcurrido

para el intervalo 0 < t. Determine su velocidad y la aceleracion cuando t = 10s

Solucién

La velocidad del objeto es: v = 2t

., . d a2t
La aceleracion del objeto es: a == = G

2
dt dt

La velocidad y la aceleracién del objeto a los 10 segundos es:
v(10) = 2(10) =20 m/s
a(10) = 2m/s?

3.5.6 Ejercicios propuestos

Conteste de forma individual:

a. La aceleracion terrestre debido a la gravedad es 9,8 m/s2. ¢Cudl de los siguientes

modelos matematicos describen la posicion de una pelota lanzada desde el piso?

. [98t%]m
. [4,9t? + 3,2t]m
. [-4,9t*+19,6t]m by

IV.  Ninguna de las anteriores, mas bien una solucion posible es

Resuelva de forma individual y luego compare con su compafero de grupo.
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1. Larelacion s(t) =t(t — 3)(t — 5) describe el desplazamiento lineal de una
particula en el espacio.
a. ¢Cudl es la posicion de la particula en t = 0 segundos?
b. ¢Cudl es el modelo matematico que describe la velocidad de la particula?
c. ¢Cual es el modelo matematico que describe la aceleracion de la
particula?
d. ¢Cual es el médulo de la velocidad y la aceleracién cuando t = 5s ?

2. Se lanza verticalmente una pelota hacia arriba con una velocidad inicial de 4 m/s.

a. Escriba una relacion que muestre la posicion de la pelota en cada
instante.

b. ¢Cual es el modelo matematico que describe la velocidad de la pelota?

c. ¢Cuanto debe valer la aceleracion de la pelota si trabajamos en pies/s?

3. Dos moscas vuelan a 2m/sen
linea recta a una altura
constante de 1,55m con
respecto al piso. En un instante
dado, las moscas colisionan y

caen en picada.

a. Encuentre un modelo
matematico que describa la posicion vertical de las moscas en cualquier
instante.

b. ¢Cuanto han descendido las moscas 0,2s después de colisionar?

c. ¢Cuédl es la velocidad con las que las moscas llegan al suelo?

d. Realice la grafica v — t e interpretela.
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4. Eliana es una estudiante de bachillerato. Ella puede escribir aproximadamente cuatro
letras por segundo (los espacios se cuentan como letras). Si cada una de ellas ocupa
un espacio horizontal de 0.4 cm. Conteste:

a. ¢Cual es el modelo matemético que describe el desplazamiento horizontal
del dedo indice de Eliana?

b. ¢Cuanto se ha desplazado el dedo indice de Eliana después de 15
minutos de escritura contindia suponiendo que el espacio horizontal para
escribir es de 15 cm?

c. ¢Cual es la velocidad a la que se mueve el dedo medio?

d. ¢Existe aceleracion? Sl NO ¢Por qué?

5. El Duende Verde en un intento por derribar a Spider-Man que se encuentra en la
antorcha de la estatua de la libertad le dispara un rayo de fuego. Spider-Man salta y
el rayo derriba la antorcha.

a. ¢Cudl es el modelo matematico que
describe la velocidad de la antorcha

al caer al suelo?

b. ¢En cuanto tiempo la antorcha esta

a la mitad del camino?

a3 metros
P
\
\
AN

c. ¢Cuanto tarda la antorcha en llegar FoE

al suelo y cual es su velocidad final?
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6. Cuando t = 0, el fantasma de la opera se encuentra en la posicion mostrada y luego

se desplaza linealmente. Un sensor de movimiento infrarrojo detecta que el

desplazamiento del fantasma esta dado por: s(t) = 10t% + 2t.

a. ¢Cual es el tiempo requerido para que el fantasma vaya desde el extremo
derecho del escenario hasta la pared?

b. ¢Cudl es la velocidad con la que el fantasma de la 6pera llega a la pared?

c. ¢Cudl es la expresion para la aceleracion que experimenta la capa del
fantasma durante su trayectoria? ¢Cual es su aceleracion cuando
t =1,903 segundos?

d. ¢Cudl es el tiempo requerido para que el fantasma vaya hasta la pared y
regrese a su posicion inicial? Considere que el fantasma llega y regresa

de la pared escenario sin detenerse.
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3.6 Planificacion de la VI sesion: Laregla de la cadena.

TEMA: LA REGLA DE LA CADENA

Objetivo:

Objetivos especificos de la sesién

Desempefios auténticos

e Definir y aplicar correctamente el
concepto de la regla de la cadena en
la determinacion de derivadas de
funciones compuestas.

e Conocer y aplicar la notacion de
Leibniz.

e Utilizar las TIC como herramienta
auxiliar en la resolucion de ejercicios
que tengan que ver con la derivada.

Define lo que es la regla de la
cadena.

Deriva una funcibn compuesta
utilizando la regla de la cadena.
Utiliza la notacion de Leibniz para
aplicarla en la determinacién de
derivadas conjuntamente con la regla
de la cadena.

¢ Qué debe aprender el
estudiante?

¢,Como debe aprender?

¢ Como se avaluaran los
aprendizajes?

e El concepto y las| e
caracteristicas de la
regla de la cadena.

Relacionando
conceptos
acerca de la derivada

Define de manera clara
y precisa lo que es la
regla de la cadena.

los | e
previos

e Los distintos de wuna funcibn y| e Dada una funcidon
procedimientos  para funciones compuestas compuesta, la deriva
derivar utilizando la con los conceptos que correctamente.
regla de la cadena. se presentan en esta | e Utiliza correctamente

e Usar el cambio de sesion. el cambio de variable
variable en funciones | e Integrando los en las funciones
compuestas. conocimientos de su compuestas.

e Utilizar correctamente vida cotidiana con los | e Sustenta de manera
los conocimientos conceptos clara y precisa los
adquiridos en la matematicos conceptos tratados en
resolucion de presentados en esta esta sesion.

problemas que se le
pudieran presentar en
la vida diaria.

Exponer sus ideas de
manera clara y precisa.

sesion.

Utiizando las TIC
como herramienta de
apoyo en la resolucion
de problemas.
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3.6.1 Recomendaciones para el docente

Para el desarrollo de esta sesion se tomaran en consideracion los tres momentos de la
Enseflanza —Aprendizaje. A continuacion, se detallan las recomendaciones que se hacen
para cumplir con esos momentos y lograr el aprendizaje eficiente de los estudiantes.

Al ingresar al aula de clase salude atentamente, de esta manera logrard que sus
estudiantes dirijan su rostro hacia usted y es mas probable que logre captar su atencion.
Trate de crear conexion especialmente con los estudiantes que parecen estar “fuera” del
aula. Hablar de los eslabones de una cadena seria una buena idea. La intencién es que
en unos 3-6 minutos el estudiante se despeje de las preocupaciones que pueda
presentar.

1. Activacion de conocimientos previos

*Se recomienda que el docente organice grupos de trabajo de
dos personas. mediante la "Pregunta en contexto" se trata de
mostrar la obtencién del chocolate analogo a la obtencion de
la derivada en una funcion compuesta. Si es posible, tener a
mano una caja con algo en su interior para que este ejemplo
sea mas visual.

eLas actividades que se presentan en esta seccion estan
enfocadas a iniciar al estudiante en el estudio de la regla de la
cadena. Se recomienda que en este momento se exponga el
video de la sesidn numero seis para darles una idea general
de los contenidos de la sesion.

2. Construccion del conocimiento

*Se recomienda que el docente permita el trabajo de los
estudiantes en la lectura, el andlisis y resoluciéon de las
actividades que presenta esta seccion.

*De ser posible, el docente llevara al aula materiales similares
a los presentados en esta seccién para que los estudiantes

conceptualicen de mejor manera la regla de la cadena.

*Se hard notar la importancia de utilizar las funciones
compuestas y los reeplazos o cambios de variable.

3. Consolidacion del conocimiento

*El docente motivar4 a los estudiantes a participar en un
concurso en la pizarra para que determinen derivadas. Se
procedera asi: Se pide un representante por grupo. Se
entregard a los participantes en un papel una misma
expresion y en un momento dado la abren y resuelven la
derivada. Para la siguiente expresion a resolver, se cambian
de participantes. Al final se puede otorgar un punto extra al
grupo ganador.

*Se recominenda que se revisen los ejercicios modelo
presentados y que se realicen las actividades propuestas.

Mauro Leonardo Sinchi Chuya Pagina 146



2
UNIVERSIDAD DE CUENCA
A

TEMA 6: LA REGLA DE LA CADENA

3.6.2 Actividades previas

Pregunta en contexto: Recuerdo que una vez me regalaron algo rectangular. Estaba
envuelto con un papel rojo, y adornado con detalles blancos y dorados, al quitar el papel
pude notar que era una caja de chocolates. Al abrir la caja, los chocolates en el interior,
estuvieron formando un detalle. Cada chocolate era de forma esférica y tenia su
respectiva envoltura. Suponiendo que justo en este instante me entregan ese regalo de
forma rectangular ¢Cuantas veces he de desenvolver una envoltura hasta llegar a tomar

el chocolate para llevarlo a mi boca?

¢Con cuanta frecuencia maneja usted la calculadora? Esta es una pregunta muy
importante. Muchas veces nos acostumbramos a su uso frecuente que nos volvemos
incapaces de realizar mentalmente operaciones sencillas. Recuerde que usted serd un
docente de matematicas y debe saber manejar muy bien una calculadora y también realizar

operaciones rapidamente mediante calculos mentales. jNo lo olvide!

A continuacion, le presento una pequefia actividad para poner a trabajar la capacidad de
calculo mental que usted posee. Se da una matriz en donde después de la raya se muestran

los resultados de sumar las filas y las columnas. Haga los célculos mentalmente. Sefiale B
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en el caso de que la suma de todas las filas y de todas las columnas sea correcta. Caso

contrario sefiale M.

Tiene un tiempo de 72 segundos para resolver las tres matrices. (Referencia tomada de libro

Tests Psicotécnicos)

10 20 30|60 13 28 17|58 48 10 3 |61

14 15 1645 M 71 56 68|195 M 84 16 15|105 M
30 20 10|60 B 17 18 13|48 B 20 45 28|93 B
54 55 56165 101 102 98| 301 152 71 46| 269

Se hace hincapié en ejercitar la capacidad del célculo mental ya que de esta manera se

podra utilizar el concepto de la regla de la cadena de manera mas rapida y facil.
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3.6.3 Introduccion.

La regla de la cadena es una de las herramientas mas valiosas con las que se cuenta para

determinar derivadas de funciones que no son simples, sino compuestas.

Tabla 6.1
Funciones simples Funciones compuestas
f(x) g(x) (f c9)x) = f(g(x))
x? 5x +3 (5x + 3)?
cosx x—1 cos(x — 1)
— x+1 ;
x? (x + 1)?

/‘aam‘a«b:

Complete la tabla 6.2 con la derivada de la funcion: h(x) = (5x + 3)?

Tabla 6.2. Derivando la funcién h(x) = (5x + 3)?

Desarrollando el

Expresando como Directamente
binomio producto

h(x) = (5x + 3)?

Segun la regla de la potencia:

d _
a[h(x)] = 2(5x + 3)?7!

d
P [A(x)] =10x+ 6
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vegunta:

De acuerdo a lo anterior responda.

a. ¢(Qué observaen la tabla anterior con relacion a la derivada de h(x)?

b. ¢Es posible que una funcién pueda tener dos expresiones no
equivalentes como su derivada?

c. ¢Por qué no es posible aplicar directamente las reglas de la derivacion

a una funcion compuesta?

En la tabla 6.2. Si Ud. realizé el proceso correctamente, las respuestas de la primera y

segunda columna son correctas e iguales, mientras que la de la tercera no lo es.

Para derivar funciones compuestas es necesario desarrollar un método que nos ayude en
ello. Claro que podemos realizar el procedimiento de las 2 primeras columnas de la tabla
anterior, pero esto no siempre va a ser posible, por ejemplo, si el lector considerara la
expresion f(x) = (Bx+1)%, seria una inversion de grandes esfuerzos derivarla

expresandola como producto o ain mas si se quisiera desarrollar el binomio.

regum!a:

Razone y conteste lo siguiente:

Siendo y = f(x). ¢Son correctas las notaciones: % = % = f'(x)?
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3.6.4 Lareglade lacadena: explicacion grafica.

El método que se explicara para derivar funciones compuestas es conocido como la regla de

la cadena. A continuacion, se desarrolla una explicacion gréfica de esta regla.

Suponga que un cubo representa la funcién f(x) y que otro cubo de menor tamafo

representa la funcion g(x). Ahora, si queremos representar la funcion compuesta f(g(x))

entonces lo que se hara es introducir el cubo pequefio en el cubo de mayor tamafio.

funcion g(x)

ol

funcion f(x) \/-
[

funcién f(g(x))

Figura 6.1

Ahora se van a derivar las funcionesf(x) y g(x) por separado. Suponga que sus derivadas

son:

‘k/\

f(x)
F(x)
90 9
Figura 6.2
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Observe la figura 6.3. Graficamente la regla de la cadena afirma que la derivada total de la

funcion compuesta es:

cuya derivada
es:

funcion f(g(x))

A

Flg(x) . g™

Figura 6.3

O sea, se halla la derivada de ambas funciones que forman la funcion composicién y luego

se hace: f'(g(x)).g'(x)

Es decir: si h(x) = f(g(x)), entonces:

W) = f'(g(x)).g'(x) Definicion 7.1

Expresion a la cual se la conoce como la regla de la cadena. Ahora se va a determinar la
derivada de la funcion con la cual trabajamos anteriormente, mediante el uso de la citada

regla:

Determinar h'(x) si h(x) = (5x + 3)?
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h(x) = (5x + 3)2 Expresion con la que se trabajara

f(x) = x? Definiendo f(x)

gx)=5x+3 Definiendo g(x)

:_x[f(x)] = 2x Determinando la derivada de f(x)
:_x[g(x)] =5 Determinando la derivada de g(x)
:_x[h(x)] =f'(g(x).g'(x) Aplicando la definicion

:—x [h(x)] = 2(5x + 3).5 Sustituyendo valores y operando

= [h(x)] = 10(5x + 3)

:—x [h(x)] = 50x + 30

h'(x) = 50x + 30 Finalmente llegamos a la respuesta buscada.

A ctividad:

Trate de aplicar mentalmente la regla de la cadena a la expresion:

h(x) = (3x + 1)% ;Cuél es la expresion que determina h'(x)?

a.3(3x + 1) b.297(3x + 1)%

c3x(3+ 1% d.99(3x + 1)*®
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3.6.5 Determinacién de funciones compuestas mediante reemplazos.

Para hacer mas aplicable el concepto de la regla de la cadena lo que se va a hacer es
representar a la funcion composicion mediante reemplazos o cambios de variable. Por
ejemplo: sea la funcién h(x) = 3x +1)°° podemos hacer los siguientes cambios de

variable:

99 h es funcién de u

=
I
<

u=0CBx+1) u es funciéon de x

De tal manera que la funcién h(x) puede ser escrita como h(x) = u°?, en la cual si se hacen

los respectivos reemplazos se puede llegar a la funcién original.
h(x) = u®® Funcién simple con cambio de variable

h(x) = (3x +1)%° Reemplazando u por su equivalente

3.6.6 Laregladelacadenay lanotacién de Leibniz.

El simbolo % fue utilizado como notacion para la derivada por primera vez por Gottfried

. . . . d e
Wilhelm Leibniz en el siglo XVII. Se hace notar al lector que ﬁ no representa una razon o

divisién. En la notacion de Leibniz la variable y se reemplaza por la expresion a derivarse,
mientras que la variable que esta en la parte inferior, indica que se derivara con respecto a

ella. Por ejemplo: Derivar la siguiente expresiont? + 5t + +/tcon respecto a t.
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Solucién:

2 2
Con la notacion de Leibniz tendriamos:d[t +;tt+ﬁ] = at +d5tt+ﬁ]=2iﬁ +2t+5

Si y = f(g(x)), entonces haciendo que g(x) = u, la expresion anterior puede ser escrita
comoy = f(u), recordando siempre que u es una funcion de x. Ahora utilizando la notacion

de Leibniz para la derivada de una funcién, la regla de la cadena es:

dy dydu

= 2= Definicién 7.2
dx dudx

Un buen truco nemotécnico para recordar esta notacion es que si se pudieran simplificar los

du, del miembro de la derecha entonces los dos miembros son exactamente iguales

Si en una expresioén se tuvieran mas de dos funciones involucradas en la funcién compuesta,

entonces hacemos tantos cambios de variable como sean necesarios:
Dada f(x) = eG**2* determine f'(x)

Solucion:
y = e(3x+2)° Expresion inicial

Ahora hacemos los cambios de variable y encontrando sus derivadas:

y=e% y':eu
u=v? u =2v
v=3x+2 vV =3
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De modo que, utilizando la notacién de Leibniz, la derivada sera:

dy _ dydudv, ir: @y _ Lu
= Tudp e €S decir: =€ .2v.3
. dy u
Operando: — = 6v.e
dx
. A dy _ (1}2)
Reemplazando u por su equivalente: == 6v.e

Reemplazando v por su equivalente, se

obtiene la derivada buscada Z—z = 6(3x + 2).eBx+2)*

ecuerde:

En este caso la derivacion es con respecto a x, de tal manera que la expresion final
de la derivada debe contener todos sus términos en funcion de x, no se puede dejar

expresada en funcién de u o v.

3.6.7 Uso delas TIC: Comprobar una derivada utilizando la calculadora.
Para saber si la expresion que representa la derivada es la correcta vamos a utilizar la
calculadora Casio Fx9860 G. Primeramente se hace notar que esta calculadora no es capaz

de trabaja de forma simbdlica, solo lo hace de forma numérica. Por ejemplo: Al ingresar
d , - .
E(x ), la calculadora no devuelve 2x, mas bien lanza un valor concreto, supongamos que

un 4 o cualquier otro valor, esto depende del valor numérico asignado ax en ese momento.
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3.6.7.1 ¢Como saber cual es el valor numérico con que actualmente esta trabajando
la variable x?

En el modo Run escriba x y presione EXE, la calculadora devolvera un valor y ese es el

valor asignado a x. En el caso de que la calculadora devuelva cero, usted debe dar un valor

concreto a x.

3.6.7.2 ¢CoOmo asignar un valor numérico concreto a x?
En el modo Run escriba lo siguiente:VALOR NUMERICO - x, al final presione EXE.
Reemplace VALOR NUMERICO por el valor que quiere asignarle a la variable x. Para mayor

informacion consulte la pagina 18.

Ahora bien, si derivasemos la funcién f(x) = x* + x3 de modo manual obtendriamos:
d 4 3 3 2
—(x*+x°) =4x°> + 3x
dx

Luego, para comprobar si esta expresién es la correcta, lo que hacemos es introducir
d . .
E(x4 + x3)en la calculadora y al final presionamos EXE. La calculadora devuelve un valor

concreto. Almacene este valor. Luego, introduzca la expresion obtenida como la derivada
(4x3 + 3x?) y presione EXE. Ambas respuestas deben coincidir, si es asi la expresién que

usted encontrd es la correcta. Para mas informacion lea la siguiente pagina.

ecnerde:

x nunca debe cambiar de valor mientras se esté trabajando con la misma
expresion. Solamente debe cambiarle de valor cuando al derivar una funcion la
calculadora lance un error, ya que puede que el valor asignado a x no esté en el

dominio de la funcion que se esta evaluando.
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Nota

1.

2.

USO DE LAS TIC

Como saber si la expresion de la derivada de una

funcién es la correcta utilizando la calculadora Casio

Fx9860 G

Supongamos que queremos derivar f(x) = x* + x3

Encienda la calculadora

En el menu de opciones elija el modo Run

Asigne un valor concreto a x

Ingrese la funcion que va a derivar. Para ello use

el teclado: OPTN >> F4 >> F2 >> introduzca la

funcién. Presione EXE.

Almacene el valor obtenido.

Introduzca la expresion de la derivada que usted

encontrd. Presione EXE.

Si usted derivo bien, ambos valores numéricos
lanzados por la calculadora deben coincidir.

. El resultado obtenido es la pendiente de la
recta tangente a la curva en ese punto. Para evaluarla
en otro valor simplemente cambie de valor ala
variable x con el procedimiento del paso 3.

Este procedimiento es de mucha ayuda al evaluar

derivadas de funciones compuestas.

r—* ———
CASIO fx-9860G SD

= : MATH MEML s
STAT |&-ACT |S:SHT

COHICE EQL'I"H FREGH |TWH
ety R

: P
CASIO fx-9860G SD

2K
Ao (R G +E 0
An=+A

2
44
44

[olue]d/dehvdidg 0 di e

USB POWER GRAPHIC

: P
CASIO fx-9860G SD

A IHIHE
A

[50lue]
USB POWER GRAPHIC
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UNVERSTOAD O

i

3.6.8 Ejercicios modelo

1. Dada la funcién y = cos[sin 3x] encuentre y’

Solucién:

Expresion inicial.

y = cos[sin 3x]

Los cambios de variables y sus derivadas son:

!

y =cosu y = —sinu
u =sinv u' = cosv
v =3x v =3

De modo que la derivada seria:

dy dy du dv

Grifica de y= Cos[Sin[3x]]

[

Grifica de y'= —3 Cos[2 x] Sin[Sin[2 x]]

/1N

ol D V ol ol 1

[=]

b

= Derivada en notacion Leibniz

dx dudv dx

d .

2 = _sinu.cosv.3

dx

d o

2 = _3sin[sinv].cosv
dx

d o

d—z = — 3sin[sin 3x].cos 3x

Reemplazando y operando

Que es respuesta buscada
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2. Dada la funcién y = eSin(2*¥+5)° encuentre y

Los cambios de variables y sus derivadas son:

y=e" y'=e"
u =sinv u' = cosv
v=w3 v = 3w?
w=2x+5 w =2

d dy du dv d . . o
4y _ dydudv aw Escribiendo en notacion Leibniz
dx du dv dw dx

d .
é = e%. cosv.3w2.2 Sustituyendo y operando.
d

2 = et cosv.w?

dx

d .

L= 6,507 cosp, w2

dx

d ; 3

Y = 6.eSMW’ cosw3 . w2

dx

Z—z = 6.e5M@+5)° co5(2x + 5)3.(2x + 5)2  Que es la derivada buscada.

., 1 ’
3. Dada la funcion y = Nerar encuentre y

Los cambios de variables y sus derivadas son:

1 /]
y:; y:lnu
1
u=+v NG
v=3x3+5 v =9x2

dy _ dydudv

= Escribiendo en notacion Leibniz
dx du dv dx

v _ L gy -
= Inu. N 9x Sustituyendo y operando.
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2 _ Inyp.-L . 9x2

dx

2\v

2 o InV3x3+5.—— 9x2

dx

dy _ 9x2InvV3x3+5

dx

2V3x3+5°

Wep Que es la derivada buscada.

3.6.9 Ejercicios propuestos

1. Conteste:
a. ¢Qué es una funcibn compuesta?
b. ¢Para qué sirve la regla de la cadena?
c. ¢Absolutamente todas las funciones se derivan utilizando la regla de la
cadena? Conteste si 0 no ¢Por qué?
d. ¢Qué es la notacion de Leibniz?
e. Escriba la formula de la regla de la cadena utilizando la notacion de Leibniz

2. De las siguientes expresiones, subraye la/s expresion/es a la/s cualles no es

necesario aplicar la regla de la cadena para determinar su derivada.

a.

b.

sin[37mx + 2]
sin[3mx]
cos[x]

Vx + 2

In x2
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3. Derive las siguientes funciones si es posible:

a. y=25cos3x

_ 2 3.2
b. y= 5 Cos (Ex )
c. y= %cos(sin x?)
d. y =sin2x cos2x

e. y= esin(3x+2)3

f. sin(cos(sin(cosx)))

1
9 y= JBx+2)3
h. Vsin?3x

i e(ezx2)"

i (@3t (5x + x3) sin 2x

4. Realice un mentefacto sobre la regla de la cadena y en un minuto expliquelo a sus
companferos. Al hacerlo enriguezca sus conceptos con los aportes de los
comparfieros del grupo de trabajo y si es posible perfeccione su mentefacto.

Consérvelo como material de apoyo en el avance de la materia.
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3.7 Planificaciéon de la VIl sesion: Derivadas de funciones trigonométricas

TEMA: DERIVADAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Objetivo:

Objetivos especificos de la sesién

Desempefios auténticos

o Definir lo que es una funcién
trigonométrica.

e Determinar las derivadas de las
funciones trigopnométricas.

e Plantear ejercicios de la vida
cotidiana como modelos

ejercicios que tengan que ver con
la derivada de funciones
trigonomeétricas.

Define lo que es una funcién
trigonométrica.

Determina la derivada de las
funciones trigopnomeétricas.

Modela problemas que tienen que ver
con derivadas de funciones

matematicos para su resolucion. trigonométricas.
e Utilizar las TIC como herramienta Utiliza la calculadora como
auxiliar en la resolucion de herramienta auxiliar en la

determinacion de derivadas.
Intercambia ideas y opiniones sobre
el tema con los comparieros del aula
y el docente que imparte la materia.

¢ Qué debe aprender el ¢,Como debe aprender? ¢,Como se avaluaran los
estudiante? aprendizajes?

e El concepto y las| e Relacionando los | e Define de manera clara
caracteristicas de una conceptos previos y precisa lo que es una
funcion trigonométrica. acerca delas funciones funcion trigonométrica.

e Determinar las trigonométricas y el | e Dada una funcion
derivadas de las concepto de derivada a trigonomeétrica
funciones partir del limite de una determina su derivada
trigonométricas. funcion. para ello se ayuda de

e Utilizar la calculadora | e Integrando los herramientas tales
para determinar conocimientos de su como la calculadora.
algunas derivadas. vida cotidiana con los | e Modela problemas de

e Ultilizar correctamente conceptos la vida real que tienen
los conocimientos matematicos que ver con derivadas
adquiridos en la presentados en esta de funciones
resolucion de sesion. trigonomeétricas.
problemas que se le | ¢ Analizando y
pudieran presentar en resolviendo las
la vida diaria. actividades de esta

sesion
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3.7.1 Recomendaciones para el docente

Para el desarrollo de esta sesion se tomaran en consideracion los tres momentos de la
Enseflanza —Aprendizaje. A continuacion, se detallan las recomendaciones que se hacen
para cumplir con esos momentos y lograr el aprendizaje eficiente de los estudiantes en el
tema.

Al ingresar al aula de clase salude atentamente y con amabilidad, de esta manera esta
tratando de crear conexion con los estudiantes. Antes de iniciar la clase, una pregunta
relacionada con los motores de corriente alterna seria de gran ayuda. La intencion es que
en unos 4-6 minutos el estudiante se despeje de las preocupaciones que pueda presentar

1. Activacion de conocimientos previos

*Se recomienda que el docente organice grupos de trabajo de

dos personas. La "Pregunta en contexto" es un problema con
el cual se pretende captar la atencion de los estudiantes en el
tema que se va a tratar. Las actividades propuestas en esta
seccion permitirAn recordar conceptos que los estudiantes
posiblemente ya los estudiaron. Permita que los estudiantes
lean y conceptualicen esta seccién. Al final ellos sacaran sus
propias conclusiones. Se recomienda que en este momento
se exponga el video de la sesion numero siete para darles
una idea general de los contenidos de la sesion.

2. Construccion del conocimiento

*Se recomienda que el docente permita el trabajo de los
estudiantes en la lectura, el analisis y resolucion de las
actividades que presenta esta seccion.

*Se recomienda que el docente fomente el uso de la
calculadora como una herramienta auxiliar en la
determinacibn de las derivadas de las funciones
trigonométricas y cualquier tipo de funciones.

*Si es posible, el docente utilizara otro software que permita

conceptualizar de mejor manera el tema de la derivada de
funciones trigonométricas.

3. Consolidacion del conocimiento

*El docente pedira la intervencion de aquellos estudiantes que
aun tienen dudas sobre algo que se haya revisado en esta
sesion y las aclarara; en el caso de no presentarse ninguna
duda, el docente hara un breve resumen de la clase

*Se recominenda que se revisen los ejercicios modelo
presentados y que se realicen las actividades propuestas.
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TEMA 7: DERIVADAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

3.7.2 Actividades previas

Pregunta en contexto: Un proyecto de investigacion sobre las Preferencias de Estudio
de los Adolescentes en el Ecuador en los Gltimos afios es financiado por la republica
China. Usted ingresa a trabajar en este proyecto. Se le hace elegir la forma en que se le
remunerara y se le presentan dos opciones. La primera es que la empresa encargada del
proyecto le bonifique con 2 000 ddlares al inicio y luego se le pague de cuerdo al
siguiente modelo matematico:[5 000 cos t] délares. En cambio, la segunda opcién es
que usted recibe 0 ddlares para iniciar y se le pagard de acuerdo al siguiente modelo

matematico [5 000 sin t] ddlares. ;Cual de los contratos firmaria usted si debe trabajar

un total de  meses en el proyecto? Nota: t es el nimero de meses.

Gréaficas del modo de pago que a usted le hacen elegir
Modo de pago segiin: 5000Cos[x] Modo de pago segiin: 50005in[x]
r r
M —-..‘\ =
- S0000-+ <
4000 ™, 40000 )0 AN
AN el V4
wFUFLFLF \ e WP /
2000 N 20000+
1000} \ 10000 / \,,'
00 05 10 15 10 1§ 30 00 05 L0 1§ 0 2§ 340
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Rellene el siguiente color-grama de las funciones trigonométricas para un circulo unitario.

RELLENE DE ACUERDO AL FUNCIONES TRIGONOMETRICAS EN
COLOR DE LA FUNCION EL CIRCULO UNITARIO
TRIGONOMETRICA
RESPECTIVA

3.7.3 Introduccion.
Son las ocho de la noche y usted, después de una larga jornada de estudios en la Carrera

de Matemadticas, ingresa a su cuarto ubicado en las

. . . \\\' . ///
afueras de la ciudad y lo primero que hara, es ~= -
presionar un interruptor y a la velocidad de sus _— -

/ a~
pensamientos, una luz se encendera. / \\‘\

ise te prendié el foco?
vegunta: gigurav.1

¢Sabia que estos bombillos eléctricos

trabajan con corriente alterna?
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3.7.4 Modelos en los cuales se utilizan las funciones trigonométricas.

La intensidad y el voltaje de la corriente alterna C.A. mateméaticamente estan representados

por funciones trigonométricas, las funciones involucradas son:sint y cost. Se la llama C.A.

debido a que varia en con el tiempo y esto es una consecuencia de los generadores que la

producen. En nuestro pais estos generadores estan en la central Hidropaute y en el Proyecto

Hidroeléctrico Mazar. La figura 7.2 muestra la funcion de voltaje para nuestro pais.

Funcion Voltaje para Ecuador
! La funcién voltaje esta
m: /\ /\ /\ representada por la ecuacion:
- v =V,sinwt = 180sin 120wt
bt Jopz | o ops #s| Elvalor eficaz del voltaje para
1“: nuestro pais es de:
SRVARVARRY T
ol V2. 2
Figura 7.2
3.7.5 EI Movimiento arménico simple MAS
Ademas de representar los valores de voltaje e
intensidad de la C.A. las funciones trigonométricas se
utilizan para describir ciertos sucesos como por ejemplo
el movimiento de una particula suspendida en un resorte
lo que se conoce como movimiento armoénico simple
Figura 7.3

MAS.
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Actividad.

1. Tome un resorte de los que se
utilizan para anillar las fotocopias.

2. En uno de sus extremos ate algun
objeto de tal manera que el resorte
presente algo de estiramiento.

3. Tome el otro extremo con una
mano. Trate de mantenerla lo mas
firme posible.

4. Con la otra mano pegue un
pequefio tirdn al objeto y suéltelo.
¢, Qué observa?

Figura 7.4

Complete:

Como podra ver de acuerdo a la actividad que acaba de realizar, el objeto suspendido en el
resorte cambia de posicién, por lo tanto, afrmamos que posee _ _ . Asi también

se puede observar que la velocidad no es constante, sino que varia de acuerdo a la posicion

del objeto, por ello afirmamos que el objeto también posee
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Cuando usted sostiene el resorte y el sistema esta estético, entonces la posicién en la que
se encuentra la particula se llama posicion de equilibrio y es a partir de ese punto que se

toman las medidas de posicion, velocidad y aceleraciéon. Pues bien, si usted tira del objeto y
. . d , <z .z
lo suelta, entonces la velocidad del objeto es v = d—i, asi como también la aceleracion que

experimentaes a = dv_ s
P T dt ~ at?’

Observe la figura 7.5 que muestra graficamente la posicion de equilibrio, asi como s que es
la posicibn minima y maxima que experimenta del objeto que cuelga del resorte. Nétese

también la amplitud A del MAS.

minimo alargamiento

posicion de equilibrio

maximo alargamiento

Figura 7.5

Zemev)e:

Para determinar la amplitud A, lo que hacemos es:

Smax - Smin

A=
2
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3.7.6 Parametros que definen una ecuacion del MAS.

Para el analisis del MAS se supone que no existen fuerzas de amortiguamiento, por ejemplo,
el aire, que hace que poco a poco la amplitud A del objeto vaya decayendo. Y la relacion

matematica que se utiliza es:

s(t) = Asin(wt + &) Ecuacion 8.1

O también se utiliza: s(t) = A cos(wt + €), en donde:

Variable Representa

Desplazamiento del objeto. Se lo mide a partir de la posicion de

equilibrio.

A Amplitud maxima o desplazamiento maximo de la particula.
o Es la frecuencia ciclica temporal y esta relacionada con el periodo
w = ZT[f = ?

temporal y la frecuencia temporal.
t Es el tiempo transcurrido. Se lo mide en segundos

Es el desfase vertical que tiene la grafica que describe el
€

movimiento de la particula.

Es el periodo temporal, es decir en cuanto tiempo el objeto describe
P

un ciclo completo.

Es la frecuencia temporal. Y es igual al minero de ciclos que el
f

objeto realiza en 1 segundo.

Como el lector podra apreciar, a partir de los pardmetros indicados, el mismo puede armar
una ecuacion del MAS que represente la posicién de un objeto para un caso particular y a
partir de esa ecuacién podra determinar tanto la velocidad, asi como la aceleracion mediante

el uso de la derivada.
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3.7.7 Uso delas TIC: como determinar la grafica de la derivada de una funcion.

USO DE LAS TIC
Como encontrar la grafica de la derivada de la

funcién trigonométrica sin x utilizando la calculadora

fx-9860G SD

Casio Fx9860 G ﬁmm —

Si f(x) = sinx. Se va a graficar la funcién f'(x) 7 VAT MENU 2

DrHA Txf-'|BLEI RECUR
= sald!
COHICE Eal§<L’lﬁ FRGHM TUP;F
2o Eaalll !

1. Encienda la calculadora

2. En el menu de opciones elija el modo Graph

3. Colbéquese con el cursor sobre una de las Yi que
presenta la calculadora. Presione la tecla de

navegacion derecha y luego la tecla OPTN, luego

presione F2 y después F1 e ingrese sin x

4. Una vez que termine de ingresar la funcién

presione la tecla EXE, luego presione
USB POWER GRAPHIC i 7

nuevamente EXE o la tecla F6 para dibujar la

grafica de f'(x)

5. Observe la grafica. ¢ se puede afirmar que la

derivada de sinx es cosx?
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Nota:

o El procedimiento anterior es valido
para toda la familia de calculadoras
graficadoras Casio que tienen estas
funciones.

e La tecla de navegacion esta en la

parte superior derecha. La figura Figura 7.6
adjunta muestra la forma ovalada Tecla de navegacion
que posee.

| |
20
Adiviaab:

Sean: f(x) = cosx

Para trabajar con la calculadora.

g(x) = tanx

Utilice la calculadora y grafique las funciones f’(x) y g'(x) y trate de

definir que funcién representan las graficas obtenidas.
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3.7.8 Ejercicios resueltos.

1. Si f(x) =sinx; Demuestre que f'(x) = cosx

La definicion de derivada a partir del limite es:

oo e [+ A%) = f(x)
f <X>—A1;To[ Ax ]

La cual, para nuestro caso toma la forma:

sin(x + Ax) — sinx
Ax

1= Al;rﬂo[

Desarrollando sin(x + Ax) mediante el teorema de la suma de dos angulos tenemos:

sin x cos Ax + cos x sin Ax — sin x]
Ax

£ = fim|

Sacando factor comun y operando:

) = i sin x[cos Ax — 1] + cos x sin Ax
o= fim, B ]

') = i [sinx[cosAX - 1]] b cosxsinAx]
fre) = A)1<I—1>10 Ax A)1<r—1?0 Ax

') = si y [cos Ax — 1] + I [sin AX]
16 = sinx Jim | == 05X 50T ax

f'(x) = sinx[0] + cosx[1]

f'(x) =0+ cosx = cosx
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2. Una canica de vidrio es impulsada
horizontalmente por un mecanismo de
lado y lado, de tal manera que la
canica se mueve con MAS. Si la

canica parte desde el mecanismo rojo

o)
-

en t=o0, Yy regresa otra vez en 2

segundos, con respecto a este mecanismo, determine:

a.

b.

Solucién:

La ecuacion que describe la posicién de la canica.

Halle la expresiébn que describe la velocidad de la canica en cualquier
instante.

Si la bola se mueve desde t = 0 hasta t = 2w segundos, ¢en qué instantes la

aceleracién de la particula es cero?

Como la bola esta en s= 0 cuando t = 0, entonces ¢ =0, ademas de
acuerdo a la ecuacion 8.1 tenemos: s(t) = Asin(wt + €).
Para determinar la amplitud lo que hacemos es determinar el espacio total

que recorre la bola y lo dividimos entre dos. Asi, la amplitud es: A=

10 sin 30

= 2,5. Si la bola regresa en dos segundos, este es el periodo P, asi

2 2 .
que w = 7”=7"= n. De tal manera que la relacién buscada es: s(t) =

2,5 sin(mt)

Para determinar la expresion de la velocidad de la canica en cualquier
instante, simplemente derivamos a s(t) = 2,5 sin(mt), asi:

s(t) = 2,5sin(mt)
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s'(t) = 2,5cos(nt).
s'(t) = 2,57 cos(mt)
c. Para este literal primero determinamos la expresion para la aceleracion:

s"(t) = —2,5m? sin(rmt)

Ahora determinamos los instantes en los que s”'(t) = 0, para ello resolvemos

la ecuacion trigonométrica —2,5m2 sin(rt) = 0 para el intervalo [0, 2r]

—2,5m? sin(mt) = 0

sin(mt) = m

sin(mt) =0

Dedondet= 0,1,2,3,4,5,6

Grifica de la aceleracion de la canica

NS A N\ Ja

(AL A
\ |\

T
WL/
-\ \V, \V,

Figura 7.7

La figura 7.7 muestra la grafica que dibuja la expresion obtenida para la aceleracion de la

canica.
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3.7.9 Ejercicios propuestos.

1. Demuestre que las siguientes derivadas son verdaderas.

a. f(x)=cscx f'(x) = —cscxcotx
b. g(x) =secx g'(x) =secxtanx
Cc. h(x) =tanx h'(x) = —csc?x

2. Encuentre la derivada de las siguientes funciones trigonométricas
a. sin(xsmx + 2)
b. x? cos(sin4x)

C. e3(smx+cos x)

d. sin(cos(tan5x))

1

e —3sin(x?)

f. sin(cosx tan 3x)

1
g - €SC (e— sin(3x+4—))

Modele los siguientes problemas que implican funciones trigopnométricas y sus derivadas.

3. Laecuacion s(t) = 3sin3t describe la posicidn de la lenteja de un péndulo elastico.
a. Determine el modelo mateméatico que describe la velocidad y la aceleraciéon

de la lenteja.

b. Determine s(g); S'G); s”(%)

c. ¢En qué periodos de tiempo la aceleracion de la lenteja es cero?
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4. Un escarabajo se posa sobre el extremo de un
resorte suspendido en el tumbado de una habitacion.
Una vez posado, el escarabajo se mueve de acuerdo

a la ecuacion: s(t) = 2 cos[2mt].

a. Halle la expresion que determina la velocidad ' .
P q Escaraboqo

del escarabajo en el extremo del resorte.
b. Si el escarabajo estuvo posado sobre el extremo del resorte durante

segundos, ¢En qué instantes la aceleracion fue cero?

c. ¢Cudl es la maxima aceleracidon que experimenta el escarabajo?

5. La siguiente grafica muestra la posicion de un

107

objeto que pende verticalmente de una

cuerda elastica. \ \

. ., . 4 4 1 1 10
a. Determine la ecuacion que describe el \ \

¥

movimiento del objeto.

1ol

H ! 1 B I B I 3 . !
b. Determine s (5) s'(1); s (5) s'(2)
c. Halle la expresién que expresa la aceleracion que sufre el objeto que pende

de la cuerda elastica.
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6. EL skater se mueve de un extremo de la pista al otro en 57 segundos. De tal manera

que presenta un MAS.

Suponiendo que el skater parte desde el extremo izquierdo, determine:

9\“’&@{

e

by
a. ¢Cual es la ecuacion que describe la posicion del skater con respecto al
suelo?
b. ¢Cudl es la velocidad del skater cuando esta justo sobre el piso?
c. ¢Cudl es la aceleraciébn del skater cuando se encuentra en el extremo

derecho?
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3.8 Planificaciéon de la VIl Sesién: Diferenciacion Implicita

TEMA: DIFERENCIACION IMPLICITA

Objetivo:

Objetivos especificos de la sesién

Desempefios auténticos

Definir
implicita.
Definir lo que es la diferenciaciéon
implicita a partir de la regla de la
cadena.

Aplicar el concepto de diferenciacion
implicta en la resolucibn de
problemas en los cuales se puedan
aplicar este concepto.

Utilizar las TIC como herramientas
auxiliares en la conceptualizacién del
tema.

lo que es una Vvariable

Define lo que es una variable
implicita.
Deriva correctamente una funcion
implicita.

Determina la ecuacion de la recta
tangente a un punto de una funcién
implicita a partir del concepto de
derivacion implicita.

Intercambia ideas y opiniones sobre
el tema con los compaferos y el
docente que imparte la materia.

¢ Qué debe aprender el
estudiante?

¢,Como debe aprender?

¢ Como se avaluaran los
aprendizajes?

El concepto y las
caracteristicas de una
funcion implicita.

Aplicar el concepto de

Relacionando los
conceptos previos
acerca de la derivada
de una funcién con los

Expone de manera
clara y precisa los
conceptos tratados en
esta sesion.

la regla de la cadena conceptos que se| e Determina
en la diferenciacién de presentan en esta correctamente la
funciones implicitas. sesion. derivada  de una
Exponer sus ideas de | e Integrando los funcion  implicita vy
manera clara y precisa. conocimientos de su realiza sus
A utilizar las TIC como vida cotidiana con los aplicaciones.
herramientas auxiliares conceptos e Utliza las TIC como
que le ayuden a matematicos herramientas auxiliares
resolver los problemas presentados en esta en la derivacion
relacionados con el sesion. implicita.
tema.
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3.8.1 Recomendaciones para el docente

Para el desarrollo de esta sesion se tomaran en consideracion los tres momentos de la
Ensefianza —Aprendizaje. A continuacion, se detallan las recomendaciones que se hacen
para cumplir con esos momentos y lograr el aprendizaje eficiente de los estudiantes en el
tema.

Al ingresar al aula de clase salude cordialmente a sus estudiantes, de esta manera
estard intentando crear conexion con ellos. Recuerde que usted es un motivador para
ellos, de tal manera que usted mismo debe estar de buen animo y dispuesto a llevar a
cabo la sesion de la manera mas motivadora posible.

1. Activacion de conocimientos previos

*Se recomienda que el docente organice grupos de trabajo de
dos personas. La lectura de la "Pregunta en contexto”, es un
ejemplo de algo implicito: en este caso los estudiantes podran
deducir el afecto que expresa el autor hacia la persona a la
que describe. Permita que los estudiantes lean vy
conceptualicen esta seccion. Al final permitales que creen sus
propias conclusiones con respecto al tema. Se recomienda
que en este momento se exponga el video de la sesion
namero ocho para darles una idea general de los contenidos
de la sesion.

2. Construccion del conocimiento

*A partir de la anticipacion ya se puede definir lo que es una
funcién implicita. Se recomienda que el docente permita el
trabajo de los estudiantes en la lectura y el analisis del texto
gue presenta esta seccion.

*El docente hara notar la importancia que tiene la
diferenciacion implicita y su conexion con la regla de la
cadena.

*Si es posible, el docente hara preguntas de exploracion sobre
lo que se ha visto hasta el momento, para saber si el
aprendizaje se estad cumpliendo satisfactoriamente, de no ser
asi él mismo reforzara los conceptos errébneos que pudieran
presentar los estudiantes.

3. Consolidacion del conocimiento

*Se recomienda hacer énfasis en el uso de las TIC como
herramienta que permite dibujar funciones implicitas para que
los estudiantes puedan conceptualizar el tema de mejor
manera. Se ofrece un breve manual del software
Mathematica, sin embargo, el docente puede utilizar otro
software que el considere pertinente.

*Se recomienda que se revisen los ejercicios modelo
presentados y que se realicen las actividades propuestas.
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TEMA 8: DIFERENCIACION IMPLICITA

3.8.2 Actividades previas

Pregunta en contexto: Lea el siguiente fragmento: Es hermosa, tiene unos 0jos tan
simpaticos que, si uno los buscara fuera de aqui, no los encontrarian ni con toda la
suerte del mundo; son del color de la miel que al exponerse al sol combinan
perfectamente con las hierbas del campo. De su fresca boca salen las méas dulces
palabras con las cuales me encanta, con las cuales espanta todos mis miedos y mis

angustias. En sus brazos muchas veces he descansado fatigado de tantas tareas.

De acuerdo al fragmento anterior. ¢El autor siente afecto por la persona a la que

describe? ¢Como lo sabe si el autor nunca lo ha mencionado?

10}
Folio de Descartes.
Es una curva dibujada por una

funciébn  implicita. La  ecuacion

genérica de esta curva es: T
x3+y3—3axy =0, para la gréfica

adjunta se ha tomado a = 4

Mauro Leonardo Sinchi Chuya Pagina 181



2
UNIVERSIDAD DE CUENCA

4 6
3
1 |9
5
CRUCIGRAMA:
10
CONCEPTOS RELACIONADOS
11 CON LA
2 7 8
— DERIVADA
13
14
15

Siendo f(x) = x?; g(x) = x + 3&&h(x) = f(g(x))

Verticales
1. Funcion de la forma h(x) = f(g(x))
2. g"(x)esiguala...
3. f'(2)esiguala...
4. Funcion tal que f(—x) = f(x)
5. Para determinar h'(x) se utiliza la regla de la...
6. Variable respecto a la cual se mide la variacién de la posicion de un objeto en el

© N

espacio.
En un nimero complejo, parte que esta representada en el eje de las abscisas.
Primera derivada de la posicion con respecto al tiempo.

Horizontales

9.

10.
11.
12.
13.

14.
15.

Al derivar una funcion de grado tres, la expresion resultante es una funcion ...
La grafica de una funcién de grado dos se llama...

Lo dy ez .
La notacion E la utilizé por primera vez....

En el lenguaje cotidiano no decimos varia la velocidad con respecto al tiempo, sino....
Derivada de —coseno

La derivada de una funcién cuadratica esta representada por una...

Dentro del campo de las matematicas. Acontecimiento que siempre sucede sin
importar ni espacio ni tiempo.
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3.8.3 Funciones implicitas

ara em;aezav:

Con la ayuda de un diccionario de matematicas defina lo que es implicito y

explicito

¢Puede definir a breves rasgos de que se trata una funcion implicita?

Una funcién, se dice que es implicita cuando la variable dependiente no esta despejada.

Activibab:

Del siguiente listado encierre en un circulo el literal de las funciones que

son implicitas:
a. 3xy+2y?=3 b. 3y +2y2 =0
c. y=3x—2 d 5x+3=y

Por ejemplo, para la funcion: 3x? + 2y =5 la variable dependiente y no esta despejada, por

lo tanto, se afirma que y es una funcion implicita de x

Sin embargo, al tomar la misma funcién y despejar la variable y en términos de x se dice

5-3x2

2

gue y es una funcion explicita en x, asi tenemos: y =

vegunta:

¢Siempre es posible espejar la variable y de todas las funciones?
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3.8.4 Derivacién implicita.
Si no es posible despejar la variable y en términos de x, cuando si se necesite determinar la

derivada de esa funcion, se utiliza la técnica de la derivacion implicita.

Para derivar implicitamente se toma en consideracién que la variable y siempre es una

funcién de x no importa que y no esté despejada.

Entonces, se puede escribir y = f(x)

Cuando nos encontremos con una expresion tal que y no se pueda despejar, en realidad,
nunca sabremos cual es la expresion que define a y; sin embargo, sabemos que, si existe,

aunque no la conozcamos.

Obsérvese la figura 9.1. No se conoce cual es la funcion que define a y, sin embargo, existe.

La técnica de la derivacion implicita facilita el trabajo de derivaciéon ya que no se necesita

despejar a la variable y.

Figura 9.1
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Para derivar este tipo de funciones, se procede a derivar tanto a x como ay con las reglas
ya conocidas. Sin embargo, al derivar las expresiones que contengan a y, se aplica la regla
de la cadena recordando que y es una funcién de x. Observe la figura 9.2. Finalmente se

despeja y' y esa es la derivada

buscada.

Figura 9.2

NOTA:

Siempre se aplicara la regla de la
cadena a la variable y se conozca 0 no

su expresion. Observe la figura 9.3

Figura 9.3

Ejemplo:

Sea la funcion definida por: x? + y3 = 25y Encuentre su derivada.

Solucién:

Como podra apreciar el lector, esta es una funcién en la cual no podemos despejar a la

variable y. Entonces, lo que haremos es utilizar la diferenciacién implicita.
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x?+y3 =25y Expresion inicial

d[x%+y3] _ d[25y]

Se derivan ambos lados de la expresion con respecto a x

dx dx
2x + 3y? Z—z = 25.13—:‘: Aplicando la regla de la cadena a las expresiones que
contienen a y
2x + 3y?y =25y Reemplazando % por su equivalente.
3y2y' — 25y’ = —2x Despejando y’
y' = 33;2_’;5 Finalmente llegamos a la expresién que representa la derivada

de la funcién dada.

3.8.5 Aplicacion de la diferenciaciéon implicita.
Una aplicacién de la derivada implicita, al igual que la derivada comun, es el determinar la

ecuacion de la recta tangente a un punto dado sobre la curva que dibuja la funcién implicita.

3.8.6 Ejercicio resuelto:
La grafica de la funcién x2 + y3 = 25y es la mostrada por la Figura 9.2. Ahora, determine

la ecuacién de la recta tangente en el punto (—6,7340 ; 3,4348)
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Como ya determinamos la expresion que 0

define a y’ reemplazamos los valores de x

e y en esta expresion y con ello 1

obtendremos el valor de la pendiente.

:| =

;L —2x -3-:" — '-i-:ll
Y =m=352 75

y'=m

= 3(3,4348)? — 25

y'=m=1,2958 -0

—2(—6,7340) -1

Figura 9.2

Luego utilizando la ecuacién del punto y pendiente podremos hallar

tangente a la curva en el punto (—6,7340 ; 3,4348)
mx—x)=y—y
m[x — (—6,734)] = y — 3,4348
1,2958[x — (—6,734)] = y — 3,4348

Operando llegamos a:

la expresion de la recta

y =12.1607 + 1.2958x

La cual define la ecuaciéon de la recta

buscada. Observe su grafica en la Figura

9.3 -0

Figura 9.3
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ecuerde;

Los puntos en los cuales se desea determinar la recta tangente deben satisfacer a la

relacion dada.

Para el ejemplo que desarrollamos anteriormente, si reemplazamos a x por
—6,7340 e igualmente a y por 3,4348 veremos que la relacion x? + y3 = 25y

es verdadera, es decir se satisface.

ctividao:

Trate de encontrar otro par ordenado que satisfaga la relacion x? + y3 = 25y

Luego, encuentre la ecuacion de la recta tangente a ese punto

3.8.7 Uso de las TIC: Wolfram Mathematica y las funciones implicitas.

Wolfram Mathematica es una herramienta que de gran utilidad al momento de simplificar
procesos muchas veces tediosos y complejos. Se pueden realizar desde operaciones
simples hasta operaciones de Calculo Diferencial e Integral, ademas del analisis estadistico
entre muchas otras aplicaciones. Se recomienda visitar la pagina www.wolfram.com para
obtener mas informacion sobre este programa. En este caso vamos a utilizar esta

herramienta para la graficacion de funciones implicitas.

Una limitante para utilizar este programa es que se debe conseguir licencia, pero si el lector

tan solo quiere probarlo, la pagina oficial de Wolfram permite descargar una version de
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prueba o inclusive se pueden utilizar una version del programa de manera online en la

siguiente direccion: https://www.wolframalpha.com/

1. Una vez instalado el programa, cuando lo abramos se nos presentara una ventana

asi:

* Wolfram Mathematica 8.0 - [Welcome to Wolfram Mathematica 8] -0 “

Welcome to Wolfram Mathematica 8

Create New...

Wolfram Mathematica'  » verwion

< Notebook »

<. slide Show » gerty
> Built-in GPU Programming Support
< Unleash the Power of GPU within Mathematica
Other...
Accelerate calculations in graphics, image processing,
weather forecasting, computational biology, and beyond
with new integrated support for CUDA and OpenCL.
Open Recent.. environments, including builtin code generation, image
i temaBand | morphology and fitering, and more. »

temasoper.nd
sonidos.nb

juegos y p..tiempos.nb .
& Find Your Get Demonstrations (_ Search Complete

&
primero.nd W Lcarning Path ~~ ¥g#  with Source Code Documentation

-
o
L]
L]

For the latest Mathematica news, events, and training options, vist wolfram.com »

2. Damos clic izquierdo sobre la pestafia Notebook ubicada en la parte superior
izquierda de la ventana “Welcome to Wolfram Mathematica” y se nos presentara una

ventana como a que se muestra a continuacion.
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& Wolfram Mathematica 8.0 - [Untitled-1] - o IEN
| Graphics Evaluation Palettes Window Help

File Edit Insert Format

Untitled-1

CAPITULO 1

3. Luego, escribimos el siguiente codigo que nos permite graficar una funcién implicita.
ContourPlot[{x? + y3 == 25y}, {x, —20,20}, {y, —20,20}, Axes — {True}, Frame — False]
Al final presione INTRO y la grafica de la funcién aparecera tal como se muestra en la

siguiente figura.

* Wolfram Mathematica 8.0 =

Untitled-1 *

wii= ContourPlot[{x® + 7 = 25}, (x, =20, 20}, (¥, -20, 20}, Axes - (True},
Frame - False]

EY

o 11:05
o .
n & WA B e
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ecuerde:

El cddigo que se introduce debe ser tal y como se presenta, respetando los signos
de agrupacion, las puntuaciones, las mayusculas y las mindsculas, ya que el

programa toma en consideracion esto al momento de hacer los calculos.

No es lo mismo escribir ContourPlot que Contourplot. Con el primer comando
dibujamos la curva de una funcién implicita, con la segunda a pesar de que

literalmente es igual a la primera el programa nos lanzara un error y no graficara.

Para obtener mas informacion sobre los comandos que utiliza el programa vaya a la pestafia
Help ubicada en la barra de menus del programa. Luego elija Documentation Center y en la

barra de busqueda introduzca la funcion sobre la cual usted desea saber mas.

* Wolfram Mathematica 8.0 o

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window | Help
2015 Documentation Center

| Function Navigater

Virtual Book

Find Selected Function

ieir}= ContourP] Wolfram Website... -20, 20}, Axes -+ (True},

Frame | Demonstrations...

Internet Connectivity...
Give Feedback...

Register this Mathematica...
Why the Beep?...

Why the Coloring?...
Welcome Screen...

About Mathematica...
oufif = CAPITULO 1
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* Wolfram Mathematica 8.0 ==
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Wolfram ica - Wolfram

~ @ Fl.) ®O| SEARCH | Ppiot

* Wolfram Mathematica §
DOCUMENTATION CENTER

P | Getting Started Videos » ¥ Find Your Learning Path » & Open Virtual Book

CORE LANGUAGE

MATHEMATICS AND ALGORITHMS

VISUALIZATION AND GRAPHICS

DATA MANIPULATION

COMPUTABLE DATA

DYNAMIC INTERACTIVITY

NOTEBOOKS AND DOCUMENTS

Para guardar una gréfica de clic derecho sobre la grafica de la funcion y elija Save Graphic
as... luego en el cuadro de dialogo escribiremos un nombre y debajo elegiremos el tipo de
formato con el cual deseemos exportar a la imagen. Wolfram Mathematica presenta una

gran variedad de formatos incluyendo PDF y JPEG.

» Wolfram Mathematica 80 - IR
valustion Palettes  Window

Untitled-1*
inji}= ContourPlot[{x" +y* == 287}, {x, -20, 20}, {3, -20, 20}, Axes - {True},
Frame - False]

2

Cut Graphic
Copy Graphic
Paste

 Save Graphic As...
Print Graphic...

Drawing Tools
Get Coordinates
Make Standard Size

11:28

< A BP w426
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Se muestra la pagina de WolframAlpha en la cual se pueden hacer célculos, analizar y
dibujar graficos e inclusive se pueden hacer ciertos tipos de busquedas. Esta pagina online
puede ser utilizada como una herramienta para potenciar el aprendizaje del calculo y las

mateméticas en general.

% Correo: Mauro Sinchi - 0. X | KT LanguageTool - corrector X 21 Recibidos (186) - maurol - X | i Carlos Vives - Bailar C 41 X / #% Wolfram]Alpha: Computz' X \ H - 7B

€ > C @ https//www.wolframalpha.com W =

& WolframAlpha sz,

Enter what you want to calculate or know about:

=Examples 3@ Random

Explore some of the things Wolfram|Alpha can do:

) Y4 Step-by-step W Words & . Units & I Statistical & Data
sin(x) Mathematics Linguistics —— Measures “l |I| Analysis
AN s o
4
Y Money &
S, People & History [B Dates & Times Chemistry Culture & Media ﬂ aly

l‘, g m @ 7 g i 4 ¥ ZZI:)?;;Z‘ZHE

Captura de la pagina de inicio de WolframAlpha: www.wolframalpha.com

3.8.8 Ejercicios propuestos:
1. Conteste
a. ¢Qué es una variable implicita?
b. ¢Para qué es util la diferenciacion implicita?
c. ¢Por qué hay que aplicar la regla de la cadena al diferenciar implicitamente?
d. Consulte en internet y conteste: ¢Es lo mismo la derivada implicita y la

derivada parcial? ¢ Cual es la diferencia?
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2. Encierre en un circulo la letra de la respuesta correcta.

Para diferenciar implicitamente:

a. Se necesita despejar la variable dependiente.

b. No se necesita de la variable independiente.

c. Se deriva normalmente, pero hay que aplicar la regla de la cadena a la
variable independiente, recordando que ésta es funcién de la variable
dependiente.

d. Se deriva normalmente, pero hay que aplicar la regla de la cadena a la
variable dependiente, recordando que ésta es funcion de la variable
independiente.

3. Determine la derivada de las siguientes expresiones y la ecuacion de la recta
tangente al punto dado. Se adjunta una gréfica de la funcion y de la recta tangente al
punto dado.

a. (x2+y??%=4xy enelpunto (1; 1)
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b. x3+y3—12xy =0en el punto (6; 6)

c. 3x?y—y3+(x?+y?)?=0enelpunto(0; 1)

=10}
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d. y?2—(x—-2)?(x—1)=0enelpunto (1,2; 0,358)

10k

e. y?—x*+x%=0en el punto (0,816 ; 0,3849)

-1.0F
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CONCLUSIONES
Luego de haber desarrollado el presente trabajo de titulacion, y basandose en

la fase estadistica se han logrado obtener las siguientes conclusiones:

Se ha determinado que el aprendizaje de la materia de Calculo Diferencial,
presenta ciertas complicaciones para los estudiantes de la Carrera de Matematicas y
Fisica de la Universidad de Cuenca. Los subtemas que tratan de la derivada y en los
cuales los estudiantes apuntan tener falencias, en orden de dificultad iniciando por el

gue presenta mayor dificultas son:

a. Diferenciacion implicita

b. Derivada y movimiento rectilineo

c. Derivada de funciones trigpnométricas

d. Regla de la cadena

Asi también, los estudiantes de la Carrera de Matematicas y Fisica de la

Universidad de Cuenca no descartan por completo las metodologias de la
ensefanza tradicionalista ni a los de la escuela nueva. Para ellos la mejor forma de
ensefianza-aprendizaje se dara cuando el docente haga una clase en donde integre

algunos aspectos de la escuela tradicionalista y otros de la nueva escuela.

La elaboraciéon del video educativo para el presente trabajo de titulacién, ha sido un
elemento trascendental ya que al autor le ha permitido ver a la materia desde otra
perspectiva, en cambio para los usuarios sera una herramienta motivadora que

despierte el interés en el tema que se esté tratando.

Mauro Leonardo Sinchi Chuya Pagina 197



s YA .c_“'“"' ooy

£

UNVERSIOAD OF CUENA

UNIVERSIDAD DE CUENCA

RECOMENDACIONES
Luego de realizar el presente trabajo de titulacion y realizando una reflexion
sobre todos los aspectos involucrados, se ha llegado a las siguientes

recomendaciones:

Que, mediante algun trabajo de titulacion se implementen materiales
didacticos para el Laboratorio de Matematicas de la Carrera de Matematicas y Fisica,
ya que actualmente no se encuentra equipado para brindar sus mejores servicios a

los usuarios.

Que, mediante un trabajo de titulacion se desarrollen videos motivadores para
el tema del Calculo Diferencial. Ya que la motivacion es una parte muy importante en

el proceso de ensefianza-aprendizaje.

Que, la presente guia didactica es un recurso creado para que el profesor
tenga a su alcance tanto material impreso como audiovisual, para que lo presente a
los estudiantes en el laboratorio o en el aula de clase. Sin embargo, esta disefiada
de tal forma que, si un estudiante necesita reforzar algunos conceptos ya tratados o
por tratar, puede hacerlo por su cuenta utilizando esta guia didactica. Sin embargo,

la presente guia de ninguna manera reemplaza al profesor.
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